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Nem negatív, folytonos trajektóriájú lokális martingálok, Emlékeztető

Lemma
𝑍 ≥ 0 egyből induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál. Ekkor 𝑍 szupermartingál.

Tetszőleges 𝜏 megállási időre
𝔼(𝑍𝑡∧𝜏) ≤ 1

Ok: Fatou lemma.

Lemma
𝑍 ≥ 0 egyből induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál. Ekkor az alábbiak ekvivalensek.

1. 𝑍 martingál.

2. 𝔼(𝑍𝑡) = 1 minden 𝑡-re.

3. lim𝑛→∞ 𝑛ℙ(max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢 ≥ 𝑛) = 0 minden 𝑡-re.

(1) ⇒ (2) világos.

(2) ⇒ (1): 𝑠 ≤ 𝑡-re az előző lemmából 𝑍𝑠 − 𝔼(𝑍𝑡| 𝐹𝑠) ≥ 0 ami a (2) feltétel szerint nulla várható értékű, azaz
𝑍𝑠 = 𝔼(𝑍𝑡|ℱ𝑠).
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Nem negatív, folytonos trajektóriájú lokális martingálok, emlékeztető

Lemma
𝑍 ≥ 0 egyből induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál. Ekkor az alábbiak ekvivalensek.

1. 𝑍 martingál.

2. 𝔼(𝑍𝑡) = 1 minden 𝑡-re.

3. lim𝑛→∞ 𝑛ℙ(max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢 ≥ 𝑛) = 0 minden 𝑡-re.

(2) ⟹ (3).

• 𝜏𝑛 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑍𝑡 ≥ 𝑛}, 𝜏𝑛 → ∞ egy valószínűséggel, mert 𝑍 folytonos trajektóriájú.
• 𝜏𝑛 ≤ 𝑡 pontosan akkor, ha max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢 ≥ 𝑛, így 𝑛ℙ(max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢 ≥ 𝑛) = 𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)).
• 𝑍𝜏𝑛 korlátos lokális martingál, vagyis martingál, amiből 𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛) = 𝔼(𝑍0) = 1 és

0 = 𝔼(𝑍𝑡) − 𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛) = 𝔼(𝑍𝑡 − 𝑍𝑡∧𝜏𝑛) = 𝔼((𝑍𝑡 − 𝑍𝑡∧𝜏𝑛)𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)).

Innen
𝑛ℙ(max

𝑢≤𝑡
𝑍𝑢 ≥ 𝑛) = 𝔼(𝑍𝑡𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) → 0 ha 𝑛 → ∞

a dominált konvergencia tétel miatt, hiszen 𝑍𝑡 integrálható és 𝟙(𝜏𝑛≤𝑡) → 0.
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Nem negatív, folytonos trajektóriájú lokális martingálok III.

Lemma
𝑍 ≥ 0 egyből induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál. Ekkor az alábbiak ekvivalensek.

1. 𝑍 martingál.

2. 𝔼(𝑍𝑡) = 1 minden 𝑡-re.

3. lim𝑛→∞ 𝑛ℙ(max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢 ≥ 𝑛) = 0 minden 𝑡-re.

(3) ⟹ (2).

• 𝜏𝑛 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑍𝑡 ≥ 𝑛}. 𝜏𝑛 ≤ 𝑡 pontosan akkor, ha max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢 ≥ 𝑛.
• (3) szerint

𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) = 𝑛ℙ(max
𝑢≤𝑡

𝑍𝑢 ≥ 𝑛) → 0

• 𝑍𝜏𝑛 korlátos lok. mart., azaz martingál és 𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛) = 𝔼(𝑍0) = 1
•

𝔼(𝑍𝑡) − 1 = 𝔼(𝑍𝑡 − 𝑍𝑡∧𝜏𝑛) = 𝔼((𝑍𝑡 − 𝑍𝑡∧𝜏𝑛)𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) = 𝔼(𝑍𝑡𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) − 𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) → 0
a dominált konvergencia tétel és (3) miatt. Így 𝔼(𝑍𝑡) = 1.
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Novikov feltétel

Tétel

Legyen 𝑍 = exp{𝑀 − 1
2 [𝑀]}, ahol 𝑀 nullából induló folytonos trajektóriájú lokális martingál.

Ha 𝔼(exp{ 1
2 [𝑀]𝑡}) < ∞ minden 𝑡-re, akkor 𝑍 martingál.

Megjegyzés. Ha 𝑀 Itô folyamat és lokális martingál, akkor 𝑍 = exp{𝑀 − 1
2 [𝑀]} is az.

Ez általánosabban is igaz, ha 𝑀 folytonos trajektóriájú lokális martingál, akkor 𝑍 = exp{𝑀 − 1
2 [𝑀]} is az.

• 𝑍 > 0, folytonos trajektóriájú lokális martingál, 𝑍0 = 1, így elég belátni, hogy 𝔼(𝑍𝑡) = 1 minden 𝑡-re.
• Bizonyítás vázlat. 0 < 𝑎 < 1-re legyen

𝑍(𝑎) = exp{𝑎𝑀 − 1
2 𝑎2[𝑀]}, azaz 𝑍(𝑎) = 𝑍𝑎 exp{ 1

2 (𝑎 − 𝑎2)[𝑀]} = 𝑍𝑎 exp{ 1
2 𝑎[𝑀]}1−𝑎

Belátjuk, hogy 𝑍(𝑎)-ra lim𝑛ℙ(max𝑢≤𝑡 𝑍𝑢(𝑎) ≥ 𝑛) = 0 teljesül, ebből 𝔼(𝑍𝑡(𝑎)) = 1 és a Hölder
egyenlőtlenségből

1 = 𝔼(𝑍𝑡(𝑎)) ≤ 𝔼(𝑍𝑡)𝑎𝔼(exp{ 1
2 [𝑀]𝑡})1−𝑎 → 𝔼(𝑍𝑡) ha 𝑎 → 1

Azaz 1 ≤ 𝔼(𝑍𝑡) ≤ 1, amiből 𝑍 martingál tulajdonsága következik a lemmát felhasználva.
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Hölder egyenlőtlenség

Állítás
𝑋,𝑌 > 0 valószínűségi változók, 𝑎 ∈ [0, 1]. Ekkor

𝔼(𝑋𝑎𝑌 1−𝑎) ≤ 𝔼𝑎(𝑋)𝔼1−𝑎(𝑌)

• exp függvény konvex, így

𝑋𝑎𝑌 1−𝑎 = exp{𝑎 ln𝑋 + (1 − 𝑎) ln𝑌} ≤ 𝑎exp{ln𝑋} + (1 − 𝑎)exp{ln𝑌} = 𝑎𝑋 + (1 − 𝑎)𝑌

•
𝔼(𝑋𝑎𝑌 1−𝑎) ≤ 𝑎𝔼(𝑋) + (1 − 𝑎)𝔼(𝑌)

• �̃� = 𝑋/𝔼(𝑋), ̃𝑌 = 𝑌 /𝔼(𝑌)-ra felírva

𝔼( 𝑋𝑎𝑌 1−𝑎

𝔼𝑎(𝑋)𝔼1−𝑎(𝑌)) ≤ 𝑎 + 1 − 𝑎 = 1 ⟹ 𝔼(𝑋𝑎𝑌 1−𝑎) ≤ 𝔼𝑎(𝑋)𝔼1−𝑎(𝑌)

Szokásos alak 𝑝 = 1/𝑎, 𝑞 = 1/(1 − 𝑎) jelöléssel

𝔼(|𝑋||𝑌|) = 𝔼(|𝑋|𝑝𝑎|𝑌|𝑞(1−𝑎)) ≤ 𝔼1/𝑝(|𝑋|𝑝)𝔼1/𝑞(|𝑌|𝑞) = ‖𝑋‖𝐿𝑝‖𝑌‖𝐿𝑞
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𝔼(𝑍𝑡(𝑎)) = 1

• 0 < 𝑎 < 1-re legyen

𝑍(𝑎) = exp{𝑎𝑀 − 1
2 𝑎2[𝑀]}, azaz 𝑍(𝑎) = 𝑍𝑎 exp{ 1

2 (𝑎 − 𝑎2)[𝑀]} = 𝑍𝑎 exp{ 1
2 𝑎[𝑀]}1−𝑎

• 𝜏 megállási idő, és 𝐴 esemény.

𝔼(𝑍𝑡∧𝜏(𝑎)𝟙𝐴) = 𝔼(𝑍𝑎
𝑡∧𝜏 exp{ 1

2 𝑎[𝑀]𝑡∧𝜏}1−𝑎𝟙𝐴) ≤ 𝔼𝑎(𝑍𝑡∧𝜏)𝔼1−𝑎(𝑒
1
2 𝑎[𝑀]𝑡∧𝜏𝟙𝐴)

≤ 𝔼1−𝑎(𝑒
1
2 [𝑀]𝑡𝟙𝐴)

• 𝜏 = 𝜏𝑛 = inf{𝑡 ∶ 𝑍𝑡(𝑎) ≥ 𝑛}, 𝐴 = {𝜏𝑛 ≤ 𝑡} választással

𝑛ℙ(max
𝑢≤𝑡

𝑍𝑢(𝑎) ≥ 𝑛) = 𝔼(𝑍𝑡∧𝜏𝑛(𝑎)𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) ≤ 𝔼1−𝑎(exp{ 1
2 [𝑀]𝑡}𝟙(𝜏𝑛≤𝑡)) → 0 ha 𝑛 → ∞

a dominált konvergencia tétel miatt:
exp{ 1

2 [𝑀]𝑡} az integrálható majoráns, ez a Novikov feltétel és
𝟙(𝜏𝑛≤𝑡) → 0, mert 𝑍(𝑎) folytonos trajektóriájú.
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𝔼(𝑍𝑡) = 1

• 0 < 𝑎 < 1-re legyen

𝑍(𝑎) = exp{𝑎𝑀 − 1
2 𝑎2[𝑀]}, azaz 𝑍(𝑎) = 𝑍𝑎 exp{ 1

2 (𝑎 − 𝑎2)[𝑀]} = 𝑍𝑎 exp{ 1
2 𝑎[𝑀]}1−𝑎

• Láttuk, hogy 𝔼(𝑍𝑡) ≤ 1 és a Novikov feltételből 0 < 𝑎 < 1-re 𝔼(𝑍𝑡(𝑎)) = 1

• A Hölder egyenlőtlenségből

1 = 𝔼(𝑍𝑡(𝑎)) ≤ 𝔼𝑎(𝑍𝑡)𝔼1−𝑎(exp{ 1
2 𝑎[𝑀]𝑡}) ≤ 𝔼𝑎(𝑍𝑡)𝔼1−𝑎(exp{ 1

2 [𝑀]𝑡})

⟹ 𝔼(𝑍𝑡) ≥ 1
𝔼(1−𝑎)/𝑎(exp{ 1

2 [𝑀]𝑡})
→ 1 ha 𝑎 → 1, mert ekkor (1 − 𝑎)/𝑎 → 0.

• 𝑍 > 0 egyből induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál, konstans várható értékkel. Láttuk, hogy
ekkor 𝑍 martingál.

Megjegyzés. Az is elég lenne, hogy lim𝑎→1−0 𝔼1−𝑎(exp{ 1
2 𝑎[𝑀]𝑡}) = 1.
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Kazamaki feltétel

Tétel (Bizonyítás nélkül)

Legyen 𝑍 = exp{𝑀 − 1
2 [𝑀]}, ahol 𝑀 nullából induló folytonos trajektóriájú lokális martingál.

Ha exp{ 1
2 𝑀} szubmartingál, akkor 𝑍 martingál.

A gondolatmenet hasonló.

•
𝑍(𝑎) = exp{𝑎𝑀 − 1

2 𝑎2[𝑀]} = exp{𝑎2(𝑀 − 1
2 [𝑀]) + (𝑎 − 𝑎2)𝑀} = 𝑍𝑎2 exp{ 𝑎

1+𝑎 𝑀}1−𝑎2

• exp{ 1
2 𝑀} szubmartingál tulajdonságából.

𝔼(exp{ 𝑎
1+𝑎 𝑀𝑡∧𝜏}𝟙𝐴) ≤ 𝔼((1 + exp{ 1

2 𝑀𝑡∧𝜏})𝟙𝐴) ≤ 𝔼((1 + exp{ 1
2 𝑀𝑡})𝟙𝐴)

8



Példa, driftes BM eloszlása Girsanov tétellel

• 𝐵 Brown mozgás, 𝜆 ∈ ℝ.

• 𝑑𝑄𝑇 = exp{𝜆𝐵𝑇 − 1
2 𝜆2𝑇}𝑑ℙ minden 𝑇 ≥ 0-ra valószínűségi mérték. 𝑄𝑇 sűrűségi folyamata

𝑍𝑡 = 𝔼(exp{𝜆𝐵𝑇 − 1
2 𝜆2𝑇} ∣ ℱ𝑡) = exp{𝜆𝐵𝑇 ∧𝑡 − 1

2 𝜆2𝑇 ∧ 𝑡}

•

𝑍 = 𝑒𝑀− 1
2 [𝑀], 𝑀𝑡 = ∫

𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝑇 )𝜆𝑑𝐵𝑠 �̃�𝑡 = 𝐵𝑡 − [𝐵,𝑀]𝑡 = 𝐵𝑡 − ∫

𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝑇 )𝜆𝑑𝑠 = 𝐵𝑡 − 𝜆𝑇 ∧ 𝑡

• 𝑄𝑇 alatt 𝐵 driftes BM

𝐵𝑡 = �̃�𝑡 + 𝜆𝑇 ∧ 𝑡 = �̃�𝑡 + ∫
𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝑇 )𝜆𝑑𝑠

ahol �̃� Brown mozgás 𝑄𝑇 alatt.
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Driftes Brown mozgás futó maximumának eloszlása

• 𝑋𝑡 = 𝐵𝑡 + 𝜆𝑡, 𝑆𝑡(𝑋) = max𝑢≤𝑡 𝑋𝑢. Cél 𝑆𝑡(𝑋) eloszlása.
• 𝑦 > 0

ℙ(𝑆(𝑋)𝑇 ≥ 𝑦) = 𝑄(𝑆𝑇(𝐵) ≥ 𝑦), ahol 𝑑𝑄
𝑑ℙ = 𝑒𝜆𝐵𝑇− 1

2 𝜆2𝑇

• 𝜏 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑡 = 𝑦}, �̃�𝑡 = 2𝐵𝑡∧𝜏 − 𝐵𝑡. �̃� a tükrözött Brown mozgás.

𝑄(𝑆𝑇(𝐵) ≥ 𝑦) = 𝔼(𝟙(𝑆𝑇≥𝑦)𝑒𝜆𝐵𝑇− 1
2 𝜆2𝑇)

= 𝔼(𝟙(𝐵𝑇≥𝑦)𝑒𝜆𝐵𝑇− 1
2 𝜆2𝑇) + 𝔼(𝟙(�̃�𝑇>𝑦)𝑒

𝜆(2𝑦−�̃�𝑇)− 1
2 𝜆2𝑇)

= 𝑄(𝐵𝑇 ≥ 𝑦) + 𝑒2𝜆𝑦𝑄(𝐵𝑇 < −𝑦)
= ℙ(𝐵𝑇 + 𝜆𝑇 ≥ 𝑦) + 𝑒2𝜆𝑦ℙ(𝐵𝑇 + 𝜆𝑇 ≤ −𝑦)
= ℙ(𝑋𝑇 ≥ 𝑦) + 𝑒2𝜆𝑦ℙ(𝑋𝑇 ≤ −𝑦)

• Részletek:

{𝑆𝑇 ≥ 𝑦} = {𝐵𝑇 ≥ 𝑦} ∪ {�̃�𝑇 > 𝑦}, 𝟙(𝜏≤𝑇 )𝐵𝑇 = 𝟙(𝜏≤𝑇 )(2𝐵𝑇 ∧𝜏 − �̃�𝑇) = 𝟙(𝜏≤𝑇 )(2𝑦 − �̃�𝑇)
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