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Mértékcsere, Girsanov (TupcaHos) tétel



Mértékcsere, Radon-Nikodym tétel, ismétlés

- P, Q valdszinliségi mértékek. Q) <« P, azaz () abszolut folytonos P-re nézve, ha minden P nullmérték(
halmaz @ nullmérték is.

Tétel (Radon-Nikodym tétel)

P, Q valészinliségi mértékek (2, A)-n, Q < P. ERRor létezik Z > 0, A mérhetd vdltozé, hogy
Q(A) = E(Z14), minden A € A-ra.

Z a Radon-Nikodym derivdlt, jelolése 4 Q

« Jelolés. [E[P, b, a Pill. @ szerinti integral.

cAZ= osszefuggest d@Q = ZdPalakban is irhatjuk (A két oldal integralja tetszleges A-n ugyanaz).



Mértékcsere, ismétlés

Allitas

P, Q valdszinliségi mértékek (2, A)-n, Q < P és Z = %. Ha X ~ A, akkor
Eq(X) = Ex(2X)

A Rét oldal egyszerre definidlt és ekkor megegyeznek.

Allitas

P, Q valdszinliségi mértékek (2, A)-n, Q < P és Z = %. Ha X, Lxp alatt, akkor X, L X Q alatt.



Ekvivalens mértékek

+ P, Q valdszinliségi mértékek (Q, A)-n. P ~ @, ha P és Q null halmazai megegyeznek.
« P ~ @ pontosan akkor, ha P <« @ és Q <« P.

Allitas
P~Q, Z="4%. Ekkor

0<Q(Z<0)=Ep(Z155)) <O
P ~ @ miatt {Z < 0} P alatt is nullmértékd.

+ 1/Z definidlt a {Z # 0} eseményen, ami teljes mértéki P és () szerint is.
1 1

Azaz 1(2#0)% teljesiti a Radon-Nikodym derivalt definicidjat.



Lokalisan ekvivalens mértékek, stirliségi folyamat

© (2, (F )0, P) (filtralt) valoszinliségi mezé. @ lokalisan ekvivalens P-val, ha minden t-re P| ;- ~ Q| .
Jelolés P ~,,. Q.

- Megjegyzés. P ~,. Q-boél nem kovetkezik, hogy P ~ Q. Példaul B és (B, +t),- eloszlasa (C[0, co)-n)
lokalisan ekvivalens, de szingularis.

+ HaP =, Q, akkor legyen Z, = %. (Z,),>( neve siirliségi folyamat.
7, 2

Allitas

dQl,
dP|g,

P~ Q, Z aslirtiségi folyamat, Z, =

EkkorP(Z, > 0) =1, Ep(Z,) =1, Z, ~ F, mindent-reés0 < s < tesetén Ep(Z, | F,) = Z

s°

Azaz Z martingdl P alatt.

dqQ)|; ,
-Zt:% = Z,~ T, ésEp(Z,) = Q(Q) = 1.
- Ply, ~ Qly, = P(Z, <0):0

cA€F, CTF, = QA)=Qls, Ep(Zi1,4) s Q(A) = Qly (A) = Ep(Z,1,) =
Ep(Z, | F,) = Z,, mivel Z5 ~ 3”5.



Lokalisan ekvivalens mértékek

c Py Q.
+ Ha M folytonos trajektdriajua P alatt, azaz

P(M trajektoridja folytonos) = P(N, { M trajektéridja folytonos [0, n]-en}) =1



Lokalisan ekvivalens mértékek siiriiségi folyamata

Allitas
dQ)| 0200
P ~loc Q’ Zt = d[P\!Z;

P(Vt, Z, > 0) = 1.

Megjegyzés. Z folytonossaga nélkiil is igaz. Ha a filtracié jobbrél folytonos, akkor Z-nek létezik cadlag
valtozata, és erre a valtozatra az allitas igaz marad.

+ Legyen 7 = inf{t > 0 : Z, = 0}. 7 megallasi idé.
- {7 <t} € F,NF, azaz az opcionalis mintavétel tételét is hasznalva
Q(r<t)=E (Zt]l(rgt)) =Ep <ﬂ(fgt‘)[ED>(Zt | jr)) =Ep (ﬂ(rgt)Zmr) =0
QT <t)=0,Q ésP ekvivalens F,-n,azaz P(1 < t) =0
+ t =n-nel, P(7 <n) =0 minden n-re.

P(r < o0) =P(U, (1 <n)) < Z[P(TS n)=0

n



Lokalisan ekvivalens mértékek siiriiségi folyamata, exponencialis alak

Allitas

dQ)|; R 3
P~ Q Z, = % a slirtiségi folyamat. Ha Z Ito folyamat, akkor

1
—dZ,
Z, °

1 t
Zy = exp{]\/[t — E[JVIL}, ahol M, =log(Z,) + /0
Az llitas igaz folytonos Z-re is. De mi csak It6 folyamatokra bizonyitottuk az 1t6 formulat.

+ 1to formula a logaritmus fliggvényre.

fi0,00) 2R, f)=logz, f@)=1 [@)=-=

€ q 1/t 1 1
log(ZL)zlog(Zo)-i-.é ZdZS+§/O —Z—gd[Z]S:]\/[L—i[]\/[]t

- Megjegyzés. Az Itd formulat f : R? — R fiiggvényre szamoltuk ki. Ha D C R% nyilt, f : D — R C?, X It5,
P(X, € D) = 1 minden t-re, akkor az It6 formula érvényben marad.



Martingalok P és () alatt I.

Allitas
Q|+
dP|r

P~ Q Z, = L a slrliségi folyamat.

t

« M pontosan akkor martingdl Q) alatt, ha Z M martingdl P alatt.

Tegylik fel, hogy M martingal @ alatt. Ekkor

« M, ~ F,,vagyis ( MZ), ~ F,
- |M,| € LY(Q), azaz Egy(|My]) = Ep(|(ZM),]) < oo.
cHa0<s<tAe T, akkor M1, ~F,és M1, ~ T miatt

[E[P(Zt]ut]lA) = [EQ(]Wt]lA) = [EQUWSJ]-A) = [E[P<ZSA151A)

Azaz ha M Q-martingal, akkor Z M P-martingal.



Martingalok P és @ alatt II.

Allitas

dQ)|; G oooa o
dm‘f" a slrtisegi folyamat.
Fy

P Floc QI Zt =

« M pontosan akkor martingdl @) alatt, ha Z M martingdl P alatt.

+ Belattuk, hogy ha M martingal ) alatt, akkor

Q)|
(]\Jt d[(;)\‘? ) P-martingal
t 7 >0

«+ Szerepcserével, ha NV martingal P alatt, akkor

dP 1
N, lj* = (Nt—> (Q-martingal
WQly, )~ "4

« Ha N = M Z martingdl P alatt, akkor N/Z = M Z/Z = M martingal Q alatt.




Lokalis martingalok P és  alatt Ill.

Allitas

1 o
P~,.Q Z = (dg‘“t a sliriiségi folyamat.

7,

- Z, M folytonos trajektoriaju. M pontosan akkor loRdlis martingdl ) alatt, ha Z M lokdlis martingal P
alatt.

- M folytonos trajektoriaju Q-lokalis martingdl. Ha 7,, = inf{¢t > 0 : |M,| > n} akkor 7,, < 7,,,; — o0
megallasi id6 sorozat, M ™ (Q-martingal minden n-re.

+ Cél. (M Z)™ P-martingal.

« M™ @ martingal, ezért M Z P-martingal.

+ Martingal megallitdsa martingalt ad, vagyis (M ™ Z)™ = (M Z)™ P-martingal.



Girsanov (TupcaHos) tétel

Tétel

P~ Q Z, = d?lj‘? . Tegyiik fel, hogy Z It folyamat. Ldttuk, hogy ekkor Z, = exp{Mt — %[M]t}, ahol
M, =log Zy + [ % dZ,. Ekkor

B Brown mozgds P alatt < B = B — [B, M] Brown mozgds Q alatt

- Tegylk fel B [P-Brown mozgas. A parcialis integralas formulajabol

(B2),- | "Bz, + / ' Z,4(B— B, M), + (B, 2,
0 0

o ¢ t t ¢
- 1 -
= / B.dzZ, + / Z.dB, — / Z.~d[B,Z) + B, 7] = / B.dz, + / Z.dB,
o () Zs b ()

. BZ lokalis martingdl P alatt, azaz B lokalis martingdl @ alatt.

- B, = 0, Bfolytonos trajektoriaju, és [B], = [B], = t. (P és Q alatt F, mérhetd valtozék egyszerre
konvergensek sztochasztikusan).

- Lévy karakterizaci6 szerint B Brown mozgas Q alatt.



Girsanov (Tupcanos) tétel Il.

Tétel

P ~ype @ Zy = d?l"[:' Tegyiik fel, hogy Z It6 folyamat. ERRor

B Brown mozgds P alatt < B = B — B, M] Brown mozgds Q alatt

- Belattuk, hogy ha Z, = (ji%‘f;t és B P-Brown mozgas, akkor
Ft
. T
B, =B,—[B,M], = B, — / Z—d[B, Z), Brown mozgas () alatt.
Jo s

- P, Q szerepcseréjével, ha B Q-Brown mozgas, akkor

ou

t
.= B, f/ Z,d[B,1/Z]  Brown mozgas P alatt.
0

- 1td formula 1/ Z-re. f(x) = 1/x, f'(z) = —1/22, f"(z) = 2/2®

1 1 5 1 €
—=—_—— | —=dZz —d|Z
7 A /0 z +/0 73 14,

s



Girsanov (Tupcanos) tétel lll.

Tétel

Qlr,

T, Tegylik fel, hogy Z It6 folyamat. ERkor

P ~6c Q, Zy =

B Brown mozgds P alatt < B = B — [B, M] Brown mozgds Q alatt

« P, Q szerepcseréjével, ha B (Q-Brown mozgas, akkor

Z

S

~ t 1 t
B, =B, 7/ —d[B, 7], 7/ Z,d[B,1/Z]  Brown mozgas P alatt.
0 0

- 1t formula 1/ Z-re. f(z) = 1/x, f'(x) = —1/22, f"(z) = 2/2®

1 1 5 1 € 1
—=—— | —dZz —_d|Z
7 A /0 z ﬁ_/o 73 14,

s

ot 1 ot t 1 ~
[B,l/ZL:—/ 4B, 2, —/ 2.d[B,1/ ]g:/ Lap,2, B =5,
) b Zs ) J0 ‘ o Zs ‘



Girsanov tétel altalanosabban

Tétel

P~Q, Z = Zﬂ; a slrtiségi folyamat. N folytonos trajektéridju folyamat.

- & 9
N lokdlis martingdl P-alatt < N, =N, — / 7d[N7 Z|, lokdlis martingdl Q-alatt
0 s

Bizonyitas csak arra az esetre, ha NN, N, Z 1ts folyamat. Ha Z nem folytonos trajektériajd, akkor & jobbroél
folytonossaga is kell és ebben az esetben Z valaszthatd cadlag-nak.

ot ot
/ / 1
Z = eM-zM mmmuﬂ%%+/éd4ésmzmﬁ/ow&
Y0 & Y0

- t 1 t t 1 ot -
M:Mf/Eﬂqum+/%w,/}?ﬂaqzm+/Qws
o “s 0 0 s 0

* [N], = [ o2ds = [IV],.



Példa, driftes BM eloszlasa Girsanov tétellel

+ B Brown mozgas, A\ € R.
+ dQp = exp{A\By — 1 \*T}dP minden T > 0-ra valdsziniségi mérték. Q- s(irliségi folyamata

Z, = E(exp{ABp— 3A2T} | #,) = exp{ABpy, — 12T At}

ot ol
Z=eM-3M = / 1,<mAdB, B,=B,—[B,M], =B, —/ 1j,eryAds = B, — M(T A t)
Jo 0

+ Qpalatt B driftes BM
t
B, =B, + AT Nt) =B, + / Lis<m)Ads
Jo

ahol 53 Brown mozgas (), alatt.



Driftes Brown mozgas futé maximumanak eloszlasa

+ X, = B, + M, 5;(X) = max,; X,,. Cél S;(X) eloszlasa.
cy>0
dQ ABr—3X2T
P(S(X)r2 1) = Q(Sy(B) 2 y), ahol £ =err
- 7=inf{t >0 : B, =y}, B, = 2B,,. — B,. Batiikréz6tt Brown mozgas.
Q(S1(B) 2 y) = E(15,5,) e Br33'T)
— 152
= E((g,2ye* P 2M7) +E(2 (Br>y)©
= Q(Br > y) +e*MQ(Byp < —y)
Br+ AT 2 y) + MP(Bp+ AT < —y)
Xr2y) +P(Xp < —y)

A(Qy—BT)—%AQT)

P(
P(

+ Részletek:

=

{Sr >y} ={Br>y}U{Br>y}, Lir<ryBr = 1<) (2Brpar — Br) = Loy (2y — By)



(Sp(X), X ) egyiittes eloszlasa

+ Xy = By + A, Sp(X) = max, .1 X,. CCLP(Sp(X) >y, Xy <x),haz <yésy> 0.
- Mértékcserével, dQ = e*Br—3¥’Tqp
P(SH(X) >y, Xr < x) = Q(SH(B) >y, Br<z) = [E<]]-(ST>y, BT<z)€’\BT7%AZT)
- r=inf{t >0 : B, =y}, B, = 2B,,, — B, atiikroz6tt Brown mozgas.
=e2MQ(—By > 2y — )
= 2P(Bp+ AT < —(2y — z))

, y A(%—BT)—AAZT)
[E(]l(ST>y, Br<z BT>2y—z)e 2

- Osszefoglalva

P(SpH(X) >y, X, <z)=eMP(Xp< —(2y—2)), hay>0ésx <uy.



Szintelérési id6 eloszlasa

+ B Brown mozgéas,a > 0,7 =m, = inf{t >0 : B, =a}
- B, £ \/tZ,ahol Z ~ N(0,1)
2
_ _ _ 2 2\ _ @
P(r <t) = P(Urg%B > a) = P(|B,| > a) = P(t2% > a?) = P(? < t)
- Osszefoglalva, tetszéleges a € R esetén
m, = —5 aholZ ~ N(0,1)
- 2~ F1/2,1/2: p(z) = az/%
farjz2 = fozz) = (fgz 0 071) - (71|
o Itt
fz2(t) = 1(z>0)7t V2e7t2, s o7l(t) = d?/t

o

+ Kendall azonossag

(0 = et/ = g, o



Driftes BM szintelérési ideje

c X, =B, + M, 7(X)=inf{t >0 : X, =y}
* HaX>0,y<0,vagy A <0,y > 0, akkor P(T = c0) > 0.

© A,y > 0, mértékeserével és 7 = 7(B) jeloléssel

P(r(X) < t) = Q(1(B) < t) = E(Lpy P 3*)
= E(1rgyE (e 2X

2, _ 142
:[E@(rgz)e/\y Ll ): /]l(s<1‘€ y=5\% *fr(s)ds
yo 12 Cieg Yl ly| w2 |yl
fT(X)("f):@Ay 2N f (s) = M2t ﬁe =) = me 2 L) = S xs(y)]l(s>0)



Visszatérési id6 eloszlasa, emlékeztetd

+ BBrown mozgas d = inf{t > 1 : B, = 0}.
+ By = By, — By jeléléssel (53;);~ a Markov tulajdonsag alapjan 7 -t fliggetlen Brown mozgas,
m, = inf{t >0 : B, = a} a B szintelérési ideje.

(d<1+t}={m_p <t}

[P(d S 1+t | ‘?1) = [P(ma S t)'(z:—Bl
« Z ~ N(0,1) fiiggetlen B, -tél

B? a?
F(ﬁ S t, Bl E H) = [E<1(Bl€H)DD<ﬁ S t)|a:7Bl>

« Osszefoglalva

20



Egy eldtti utolso nullhely eloszlasa, emlékeztet

d=inf{t >1: B, =0}, g=max{te€[0,1] : B, =0}

« Z ~ N(0,1) figgetlen B,-t6l, p = arg(B,, Z) ~ U(0,27)
g o £ 272 = sin®
94T 2+ B 7

- t€0,1]-re

4 invt 2

P(g<t)= [P(|sing0| < \/7I) = arc;&/ = = arcsin v/t
s 7r

Az egy el6tti utolsd nullhely arkusz szinusz eloszlasu
Ez azonos a Béta(1/2,1/2) eloszlassal, ugyanis a s(riiségfiiggvénye a ¢t € (0,1)-re
1

=2 resinyie 1
fg(t)—ﬂ_dt arcsin v/t =D

21



Egy eldtti utolso nullhely eloszlasa driftes Brown mozgasra

d=inf{t >1 : B, =0}, g¢g=max{te[0,1] : B, =0}

c B = tBl/tvﬁl =B
+ Ha Z ~ N(0,1) fiiggetlen B, -tél, akkor

1 B 32 72
(;-,31) = (d(B),B,) = (le +1, 51) = (Zg +1, Bl) azaz (g, B;) < (m731)

« X, = B, + M, g(X) eloszlasa mértékcserével, t € (0,1)-re

P(g(X) <t)=Q(g(B) <t)= [E< - ABréAZ)

E(1, L eABi—3 A2
(z=Y

:Q<#23f§t>:[P<#ZX§§t>7 azaz g(X) = 545z, aholZ L X.

+ Kihasznaltuk, hogy ) alatt Z és B, fliggetlenek.

22



Tobb dimenzios Brown mozgas

Definicio
B = (BW, ..., B\) d-dimenziés Brown mozgds az F filtrdcidban, ha

+ B, = 0, B folytonos trajektoridju, azaz B nulldbél induld, folytonos trajektéridji i = 1, ..., d.
- Badaptdlt F-hez, azaz B adaptdlt F-hezi =1, ..., d.
+0<s<tesetén B,— B, ~ N(0,(t —s)I;)és B,— B, L. F .

Jelolés: BM-d

Allitas
B BM-d F -ben pontosan akkor, ha minden ¥ € R?, 9| = 1-re 9T B egy dimenziés Brown mozgds F -ben.

- = 9T B teljesiti a definiciot.
=
¥ = (1,0,...) valasztassal B(Y) BM-1. Adaptalt, folytonos trajektériajt, nullabél indul.
Hasonldéan a tobbi koordinatara.
o # Oesetén o = rd) és (e’ (B

) =e 92 = B, B I F ésamegfeleld eloszlasi.

23



Martingal karakterizacio BM-d-re

Allitas (Martingal karakterizacio)
B nullabdl induld, folytonos trajektéridju, F-adaptdlt d dimenzios folyamat.

B pontosan akkor BM-d F -ben, ha minden o € R%-re exp{ia -B+ %Ha”%} lokdlis martingdl F -ben.

RIS a=|ald, |9 = 1.
+ Ha B BM-d, akkor § = 1 - B BM-1 az el6z6 allitas alapjan és

exp{ia - B+ %Ha“zt} = exp{i|a|B, + %HaHzt}

martingdl a BM-1-re bizonyitott martingal karakterizaciébol.

- Megforditva, ¥ € R, ||[U]| = 1, 3 =1 - B. Ha a € R, akkor legyen o = a). A feltétel alapjan

exp{iaB, + 1a’t} = exp{ia- B+ 1|a|*t} lok. mart. mindena € R,

azaz f = 19 - B BM-1 a BM-1-re bizonyitott martingal karakterizaciobol.
Ez minden v egység vektorra igaz, vagyis B BM-d az eléz6 allitas alapjan.

2%



Lévy karakterizacio BM-d-re

Allitas (Lévy karakterizacio)
B nulldbdl induld, folytonos trajektéridju, d dimenzids lokdlis martingdl.

B pontosan akkor BM-d F -ben, ha minden [B], = tI,
Megjegyzés. Ha B = (B, ..., B{¥) BM-d, akkor B} = ¢, - B, ahol ¢; minden koordinataja nulla kivéve az
i.-et ami 1. Ezért B(Y) BM-1 és igy It6 folyamat, azaz a [B'?), B\)] zaréjel folyamatok léteznek.
* Ha BBM-d és R? 5 a = ||a|¥, ahol |9 = 1, akkor 3 = ¥ - B BM-1, igy
[a- B], = o”[Bl,a = [|a]8], = |af*t

- Azt kaptuk, hogy

1
T~ [Bl,a = |a|? YaeR?
7Pl

EbbSL 1 [B], = I, és [B], = t1, kovetkezik (ld. kbvetkezé dia).

+ Megforditva, [B], = t1,. Legyen 1) egységvektor és 3 = ¥ - B. Ekkor [3], = 9T[B],¥ = t. Az egy
dimenzios Lévy karakterizacié alapjan S BM-1. Ez minden ¢ egységvektorra igaz, tehat B BM-d.

25



Linearis algebra

Allitas
Ha A = AT € R4 és 2T Ax = |z||?> minden = € RY, akkor A = 1.
- Polarizaciés azonossag és A = AT
2Ty = L(lo+ 9l — Iz — 9l2) = 1((@ + 1) A( +3) — (@ — ) Alw — 9)) = b@TAy+y7Az) = T Ay

- Ebb6l Ay = cy és yT Ay = c||y|?, vagyis Ay =y
cA=1,

26



BM-d nem mas mint d fiiggetlen BM I.

Allitas

Ha B BM-d, akkor B d-dimenzids, folytonos trajektéridju Gauss folyamat, E(B,) = 0 és

cov(B,, B;) = (s At)I,.

B névekményei fiiggetlen normalis vektorvaltozdk, az egy dimenzids esetre latott szamolas atvihetd. (HF.)
Allitas

B = (BWY, ..., BW) BM-d F-ben pontosan akkor, ha B, ..., B\ fiiggetlen Brown mozgdsok F -ben.

- B() BM-1, korabbi megjegyzés.

- B ..., B fiiggetlenségéhez elég, hogy tetszéleges t,, ..., t,-re, az
Y, = (Bi?,...,Bﬁi))

() b
T

vektorvaltozdk fiiggetlenek. (Y7, ...,Y,) egylittesen normélis, mert B Gauss, és a kereszt kovarianciak
nulldk (HF), azaz Y7, ..., Y, fiiggetlenek.
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BM-d nem mas mint d fiiggetlen BM II.

Allitas
B = (BWY, ..., BY) BM-d -ben pontosan akkor, ha B, ..., B\ fiiggetlen Brown mozgdsok F -ben.

Ha B, ..., B fiiggetlen Brown mozgasok, akkor B nullabél induld, folytonos trajektoriaju lokalis
martingal 7 -ben, és alabbi lemma miatt [B]f = tI,. A Lévy karakterizacié alapjan B BM-d.

Lemma
Ha XY fiiggetlen Brown mozgdsok, akkor [X,Y] = 0.
s s <tre E((X, — X,)(Y; —Y))) = 0, E((X; — X,)*(Y, - ¥,)?) = (t — ).
* Legyent, =0 <t <. <t,=tal0,t]felosztasa A, X = X, — X, ésAY =Y,
Q=3,A0XAY, akkor E(Q)=0, E(Q%) =3 (ti—t)°

-1

1 “4

ugyanis
E(AXAYAXAY) = E(AXAX)E(AYAY) é E(AXAX)=E(AX)E(A,X) = 0.
- Hamaxt;,, —t; — 0, akkor Q — 0és [X, Y], = 0.

28



1t6 formula BM-d-re

Tétel
B BM-d (F-ben), f : (0,00) x R? = R, f € C2. ERkor

#

£(6.8) = 1.5y + [ (fo+ 3806, Bds+ [ f.(s.B.)-db,

0 0

Af =3, fu, ., atérvdltozd szerinti mdsodik derivdlt mdtrix nyoma és

t t .
[ 158 -aB,= Y [ @, 1)(s. BB
0 i 0

+ Ez nem mas mint az It6 formula tobb dimenzios It folyamatra.
- X, =(tB"Y, .., B,Ed)) d + 1-dimenzids It6 folyamat.

0 haijvagyi,j=1(X" =14
t hai=j>1

(X, XD], = {



Martingal reprezentacios tétel

Tétel (Bizonyitas vazlat késdébb)
BBM-d, &, = o({B, : s <t}). T = FPB a Btermészetes filtrdciéja.
Ha M lokdlis martingdl F -ben, akkor létezik o € £ ugy, hogy

t ol ¢ . '
]V[t :Afo‘i‘/ (o8 st :AIO+Z/ o,(sl)dB(:)
g =10

Kovetkezmény

trajektoridju, és M Ito folyamat.

Itt

ot ot ot
M, = Mo‘*‘/ logldBs, B = / %1(03&0)'05354‘/ 1 _dB", [B], =t minden t > 0, 3 Brown mozgis F
%0 Jo 1917 Jo

Késébb kiszamoljuk altalanosabban is, hogy It6 folyamatok 0sszege is It folyamat.
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Példa arra, hogy F = F B nélkiil a reprezentacios altalaban nem igaz

+ (X,Y) két dimenzids Brown mozgds, ¥, = 0 ({X,,Y, : s <t}).
+ Ekkor X Brown mozgas F -ben, de nem irhat6 fel minden J lokalis martingal X szerinti integralként.

« Indirekt médon tegyiik fel, hogy létezik o € £ Ugy, hogy
t
Y, =Y, + / o dX, = I;X(0)
Jo
+ Ekkor a zarojel kiszamitasara szolgalé formula alapjan

[ﬂt = []X(O')7Y] = / Jsd[X’ﬂs =

masrészt [Y], = ¢, mert Y'Brown mozgas.
Ez ellentmondas, Y-t nem lehet X integraljaként felirni.

Ebben a példaban X Brown mozgas az 7 filtraciéban, de nem minden martingal ,reprezentalhaté” X
segitségével.

T = T B elégséges feltétel a B reprezentald tulajdonsagahoz, de nem sziikséges feltétel.
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Unicitas a Girsanov tételben I.

Tétel
Legyen B d dimenziés Brown mozgds és F a természetes filtrdcidja.

dQls,

Q =~ P Z, = al,. ¢ stirliségi folyamat. Ha o € L-re

B,=B,— [/ o,ds QBM-dF-ben, akkor Z, =exp{[ 0o, -dB,—} ['|o,|ds}

folyamat. Logaritmusa

1
2 Z

S

t 1 %
M, — =[M], alaki, ahol J\/I,,:logZﬁ/ —dZS:/ o, - dB,
0 0

Kihasznaltuk, hogy Z, ~ 7, miatt Z, konstans és E(Z,) = 1 miatt Z, = 1.
- AGirsanov tétel szerint

t
B, = B, —[B,M], = B, —/ p.ds, Brown mozgas () alatt.
0
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Unicitas a Girsanov tételben II.

Tétel

Legyen B d dimenziés Brown mozgds és F a természetes filtrdcioja.

dQ|,
dP

¢ a sliriiségi folyamat. Ha o € £-re
t

‘,‘T

Q Rloc [P' Zt =

B,=B,— ['o.ds QBM-dF-ben, akkor Z, =exp{['c, dB,— % ['|o[*ds}

1 t . t
Z, = exp{]\ft — 5[]”}15}’ ahol M, = / ps-dB, és B, =B, —/ pyds, Q-BM
0 0

- Afeltevés szerint Bis az, vagyis
t
(B—B), = / (p —0)4ds, d-dimenziés, nullabdl induld, korlatos valtozasu, martingal
0

- B — B minden koordinata folyamata nulla, azaz ¢ = o dt x dP majdnem mindeniitt és Z a megadott
alaku.
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+ Kérdés. Adott

t t t
X, = X, +/ p,ds +/ 0.dB, = X, +/ o, (dB, + 2 ds)
ag
0 0 0

S
Ito folyamat az F filtracidban. Létezik-e olyan () lokalisan ekvivalens mérték, ami alatt X lokalis
martingal.

+ Természetes jelolt a stiriségi folyamatra

t t
Z, = exp{—/ pdB, — %/ @fds}, ahol ¢ =
0 0

+ Ha Z valdban s(rtiségi folyamat, akkor martingal.

SHES

+ Tudunk-e feltételt adni arra, hogy egy exponencidlis lokalis martingal valddi martingal legyen.
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Novikov feltétel

Tétel
Legyen Z = exp{M — %[]\/f]}, ahol M nulldabdl indulé folytonos trajektoridju lokdlis martingdl.
Ha [E(exp{%[]%])}) < oo minden t-re, akkor Z martingdl.

A szamolas egy részében It6 kalkulussal ellendrizziik, hogy a fellépé folyamatok lokalis martingalok, ezért
csak Ito folyamatok esetére lesz hianytalan az érvelés.

Kovetkezmény

Ha B BM-d, ¢ € £ korldtos, M = fot o, - dB,,

Zt = exp{,/[‘)t Ps - st 7 % f(;f‘|g0§||2(ib}

Ekkor Z martingadl.

it [M], = [‘ip,[Pds < Kt és E(e2M) < Kt < oo,
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Nem negativ, folytonos trajektoriaju lokalis martingalok I.

Lemma
Z > 0 egybél induld, folytonos trajektoridju lokdlis martingdl. ERRor Z szupermartingdl.

Tetsz6leges T megdlldsi idére
[E(Zt/\T) S 1

+ Létezik (7,,) megdlldsi id6 sorozat, 7,, — oo és Z™ martingal.
c0<s<t
[E(Zf,/\Tn“‘}rs) =Z

SAT, - Zs
+ Fatou lemma
E(Z)7,) = E(lim Z,,, |7.) < lim E(Z, 15.) = Z,
+ Ha most 7 megallasi id6, akkor 0 < Z/» — Z,,_ és a Fatou lemma miatt
E(Z,,) <liminfE(Z[},) = liminfE(Z)") =1

hiszen
E(Z[x.) = E(E(Z

F,) =tz =kZ) = [E(Zo]l(rn>0‘)>
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Nem negativ, folytonos trajektoriaju lokalis martingalok I1.

Lemma
Z > 0 egybél induld, folytonos trajektoridju lokdlis martingdl. ERkor az aldbbiak ekvivalensek.

1. Z martingdl.
2. E(Z,) = 1 minden t-re.

3. lim,,_, n[P(maxuSt Z, > n) = 0 minden t-re.

« (1) = (2) vilagos.
« (2) = (1). Mivel Z szuper martingal, ezért 0 < s < ¢ esetén

azaz Z, — E(Z,|F ;) nem negativ valtozo, nulla varhaté értékd, ezért 0 és Z, = E(Z,|F ;).
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Nem negativ, folytonos trajektoriaju lokalis martingalok I1.

Lemma

Z > 0 egybél induld, folytonos trajektoridju lokdlis martingdl. ERkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. Z martingal.
2. E(Z,) = 1 minden t-re.

3. lim,, ,,, nP(max,, Z, > n) = 0 minden t-re.

2) = Q.
s 7, =inf{t >0 : Z, >n}.
+ 7, < t pontosan akkor, ha max, ., Z, > n, igy nP(max,, Z, > n) = [E(ZMT”ﬂmq)).
+ Z™» korlatos lokalis martingal, vagyis martingal, amibél [E(ZMT") =E(Z,) =16¢és
0=E(Z,)— [E(Zt/\T”) = [E(Zt - mrn) = [E((Zt - Zt/\Tn)ﬂ(Tngt))'
Innen
n[P(ngtX Z, > n> = [E<Zt]1(m§t)> —0 han—

a dominalt konvergencia tétel miatt, hiszen Li; <p) — Oegy valoszintiséggel Z folytonossaga miatt.
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