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Erős Markov tulajdonság

Tétel
𝐵 Brown mozgás, 𝜏 egy valószínűséggel véges megállási idő ℱ-ben. 𝑋𝑡 = 𝐵𝜏+𝑡 − 𝐵𝜏, 𝒢𝑡 = ℱ𝜏+𝑡.

Ekkor 𝑋 Brown mozgás 𝒢-ben.

• A martingál karakterizáció alapján elég, hogy

𝑀𝑡 = exp{𝑖𝛼𝑋𝑡 + 𝛼2

2 𝑡} lokális martingál 𝒢-ben minden 𝛼 ∈ ℝ-re

•

𝑀𝑡 =
𝑁𝜏+𝑡
𝑁𝜏

, ahol 𝑁𝑡 = exp{𝑖𝛼𝐵𝑡 + 𝛼2

2
𝑡}

Lemma
𝑁 folytonos trajektóriájú martingál ℱ-ben, 1/𝑁 korlátos, 𝜏 egy valószínűséggel véges ℱ–megállási idő.

𝑀𝑡 =
𝑁𝜏+𝑡
𝑁𝜏

𝒢𝑡 = ℱ𝜏+𝑡

Ekkor 𝑀 lokális martingál 𝒢-ben.
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Lemma bizonyítása

Lemma
𝑁 folytonos trajektóriájú martingál ℱ-ben, 1/𝑁 korlátos, 𝜏 egy valószínűséggel véges ℱ–megállási idő,
𝑀𝑡 = 𝑁𝜏+𝑡/𝑁𝜏, 𝒢𝑡 = ℱ𝜏+𝑡. Ekkor 𝑀 lokális martingál 𝒢-ben.

• 𝜌𝑛 = (𝑛 − 𝜏) ∨ 0. 𝜌𝑛 ∼ 𝜎(𝜏) ⊂ ℱ𝜏 = 𝒢0, azaz 𝜌𝑛 𝒢–megállási idő, 𝜌𝑛 → ∞.
• 𝜌 = 𝜌𝑛

𝑀𝜌
𝑡 = 𝑀𝑡∧𝜌𝟙(𝜌>0) =

𝑁𝜏+(𝑡∧(𝑛−𝜏)+)

𝑁𝜏
𝟙(𝑛>𝜏) =

𝑁𝑛∧(𝜏+𝑡)

𝑁𝑛∧𝜏
𝟙(𝑛>𝜏)

• 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡

𝔼(𝑀𝜌
𝑡 | 𝒢𝑠) = 𝔼(

𝑁𝑛∧(𝜏+𝑡)

𝑁𝑛∧𝜏
𝟙(𝑛>𝜏) ∣ ℱ𝜏+𝑠) =

𝟙(𝑛>𝜏)

𝑁𝑛∧𝜏
𝔼(𝑁𝑛∧(𝜏+𝑡) ∣ ℱ𝜏+𝑠)

• Opcionális mintavétel

𝔼(𝑁𝑛∧(𝜏+𝑡) ∣ ℱ𝜏+𝑠) = 𝔼(𝔼(𝑁𝑛 | ℱ𝜏+𝑡) | ℱ𝜏+𝑠) = 𝑁𝑛∧(𝜏+𝑠)

•

𝔼(𝑀𝜌
𝑡 | 𝒢𝑠) =

𝑁𝑛∧(𝜏+𝑠)

𝑁𝑛∧𝜏
𝟙(𝑛>𝜏) = 𝑀𝜌

𝑠

• 𝑀𝜌𝑛 martingál 𝒢-ben minden 𝑛-re, azaz 𝑀 lokális martingál 𝒢-ben.
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Erős Markov tulajdonság

Tétel
𝐵 Brown mozgás, 𝜏 egy valószínűséggel véges megállási idő ℱ-ben. 𝑋𝑡 = 𝐵𝜏+𝑡 − 𝐵𝜏, 𝒢𝑡 = ℱ𝜏+𝑡.

Ekkor 𝑋 Brown mozgás 𝒢-ben.

• Ha 𝑋 Brown mozgás 𝒢-ben, akkor 𝑋 független 𝒢0 = ℱ𝜏-tól, azaz Brown mozgás megállási időpontban,
a múltjától függetlenül újraindul.

• Tetszőleges 𝛿 > 0-ra, 𝑋 előjelet vált (0, 𝛿)-n. Azaz 𝐵 a 𝜏 megállási idő után, (𝜏, 𝜏 + 𝛿)-ban jár 𝐵𝜏 alatt
és fölött is.
Black-Scholes modellben nincs értelme arról beszélni, hogy a részvényár egy adott szintet felfelé, vagy
lefelé lép át.

• 𝛾 = max{𝑡 ∈ [0, 1] ∶ 𝐵𝑡 = 0} nem megállási idő, mert 𝛾-nak létezik olyan jobb oldali környezete, pl.
(𝛾, 1), ahol 𝐵 nem vált előjelet.
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Brown mozgás [0, 𝛾]-n

Állítás
𝐵 Brown mozgás, 𝛾 = max{𝑡 ∈ [0, 1] ∶ 𝐵𝑡 = 0}.

𝐻𝑡 = 1
√𝛾

𝐵𝑡𝛾, 𝑡 ∈ [0, 1]

Ekkor 𝐻 Brown híd, és 𝐻 független 𝛾-tól.

• 𝐵 Brown mozgás. Időinverzió

𝑋𝑡 =
⎧{
⎨{⎩

𝑡𝐵1/𝑡 𝑡 > 0
0 𝑡 = 0

𝜏 = inf{𝑡 ≥ 1 ∶ 𝑋𝑡 = 0} = 1
𝛾

𝑋 Brown mozgás és 𝜏 megállási idő az 𝑋 természetes filtrációjában.
• 𝑌𝑡 = 𝑋𝜏+𝑡 − 𝑋𝜏 = 𝑋𝜏+𝑡 Brown mozgás, független 𝜏-tól és így 𝛾 = 1/𝜏-tól.
• Skála invariancia. 𝑍𝑡 = 1√

𝜏 𝑌𝑡𝜏 szintén Brown mozgás, mert

ℙ(𝑍 ∈ 𝐻) = 𝔼(ℙ(𝑍 ∈ 𝐻 | 𝜏)) = 𝔼(ℙ((𝑐−1/2𝑌𝑡𝑐)𝑡≥0 ∈ 𝐻)|𝑐=𝜏) = ℙ(𝐵 ∈ 𝐻)
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Brown mozgás [0, 𝛾]-n

Állítás

𝐻𝑡 = 1
√𝛾

𝐵𝑡𝛾, 𝑡 ∈ [0, 1]

𝐻 𝛾-tól független Brown híd.

•
𝑋𝑡 = 𝑡𝐵1/𝑡, 𝜏 = 1

𝛾
, 𝑌𝑡 = 𝑋𝜏+𝑡, 𝑍𝑡 = 1√

𝜏
𝑌𝜏𝑡

• 𝑋, 𝑌, 𝑍 Brown mozgások.

• Ha 𝑍 Brown mozgás, akkor

𝐻̃𝑡 = (1 − 𝑡)𝑍 𝑡
1−𝑡

= 1 − 𝑡√
𝜏

𝑌 𝑡𝜏
1−𝑡

= 1 − 𝑡√
𝜏

𝑋𝜏+ 𝑡𝜏
1−𝑡

= 1 − 𝑡√
𝜏

𝑋 𝜏
1−𝑡

= 1 − 𝑡√
𝜏

𝜏
1 − 𝑡

𝐵 1−𝑡
𝜏

= 1
√𝛾

𝐵𝛾(1−𝑡) = 𝐻1−𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1)

Brown híd. Ha (𝐻1−𝑡)𝑡∈[0,1] Brown híd, akkor 𝐻 is az.
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Új téma: Mértékcsere, Girsanov (Гирсанов) tétel
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Mértékcsere, Radon-Nikodym tétel

• ℙ, 𝑄 valószínűségi mértékek. 𝑄 ≪ ℙ, azaz 𝑄 abszolút folytonos ℙ-re nézve, ha minden ℙ nullmértékű
halmaz 𝑄 nullmértékű is.

• Példa. Ha 𝑓 ∈ 𝐿1(ℙ), 𝑓 ≥ 0, ∫ 𝑓𝑑ℙ = 1 és 𝑄(𝐻) = ∫
𝐻

𝑓𝑑ℙ, akkor 𝑄 ≪ ℙ.

• A Radon-Nikodym tétel azt mondja, hogy minden példa ilyen.

Tétel
ℙ, 𝑄 valószínűségi mértékek (Ω, 𝒜)-n, 𝑄 ≪ ℙ. Ekkor létezik 𝑍 ≥ 0, 𝒜 mérhető változó, hogy
𝑄(𝐴) = 𝔼(𝑍𝟙𝐴), minden 𝐴 ∈ 𝒜-ra.

𝑍 a Radon-Nikodym derivált, jelölése 𝑑𝑄
𝑑ℙ .

• Jelölés. 𝔼ℙ, 𝔼𝑄 a ℙ ill. 𝑄 szerinti integrál.

• A 𝑍 = 𝑑𝑄
𝑑𝑃 összefüggést 𝑑𝑄 = 𝑍𝑑𝑃 alakban is írhatjuk (A két oldal integrálja tetszőleges 𝐴-n ugyanaz).
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Mértékcsere

Állítás

ℙ, 𝑄 valószínűségi mértékek (Ω, 𝒜)-n, 𝑄 ≪ ℙ és 𝑍 = 𝑑𝑄
𝑑ℙ . Ha 𝑋 ∼ 𝒜, akkor

𝔼𝑄(𝑋) = 𝔼ℙ(𝑍𝑋)

A két oldal egyszerre definiált és ekkor megegyeznek.

Ellenőrzés indikátorra, lépcsős függvényre, nem negatív mérhetőre, mérhetőre.

Állítás

ℙ, 𝑄 valószínűségi mértékek (Ω, 𝒜)-n, 𝑄 ≪ ℙ és 𝑍 = 𝑑𝑄
𝑑ℙ . Ha 𝑋𝑛

𝑝
→ 𝑋 ℙ alatt, akkor 𝑋𝑛

𝑝
→ 𝑋 𝑄 alatt.

ε, 𝜂 > 0,

𝑄(|𝑋𝑛 − 𝑋| > ε) = 𝔼𝑃(𝑍𝟙(|𝑋𝑛−𝑋|>ε)) ≤ 𝔼ℙ(𝑍𝟙(𝑍≥𝐿)) + 𝐿ℙ(|𝑋𝑛 − 𝑋| > ε) ≤ 𝜂, ha 𝑛 elég nagy
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Példa, korábbi példa apró módosítása

• 𝑓0 mindenhol pozitív sűrűségfüggvény ℝ-en

• Ω = ℝ, 𝒜 = ℬ, ℙ(𝐻) = ∫
𝐻

𝑓0

• 𝑓1 sűrűségfüggvény ℝ-n, 𝑄(𝐻) = ∫
𝐻

𝑓1

• 𝑄 ≪ ℙ, hiszen ℙ(𝐻) = 0 ⟹ Lebesgue(𝐻) = 0 ⟹ 𝑄(𝐻) = 0.

•
𝑑𝑄
𝑑ℙ

= 𝑓1
𝑓0

, mert 𝑄(𝐻) = ∫
𝐻

𝑓1 = ∫
𝐻

𝑓1
𝑓0

𝑓0 = ∫
𝐻

𝑓1
𝑓0

𝑑ℙ

• Ha

𝑓0(𝑥) = 1√
2𝜋𝑇

𝑒−𝑥2/2𝑇, 𝑓1(𝑥) = 1√
2𝜋𝑇

𝑒−(𝑥−𝜆𝑇 )2/2𝑇, akkor
𝑑𝑄
𝑑ℙ

(𝑥) = exp{𝜆𝑥 − 1
2 𝜆2𝑇}

• Ha 𝑍 ∼ 𝑁(0, 𝑇 ), 𝑑𝑄 = exp{𝜆𝑍 − 1
2 𝜆2𝑇}𝑑ℙ, akkor 𝑍 ∼𝑄 𝑁(𝜆𝑇 , 𝑇 ).

𝑄(𝑍 ∈ 𝐻) = 𝔼(𝟙(𝑍∈𝐻)𝑒𝜆𝑍− 1
2 𝜆2𝑇) = ∫

𝐻

𝑓1
𝑓0

(𝑥)𝑓0(𝑥)𝑑𝑥 = ℙ(𝑍 + 𝜆𝑇 ∈ 𝐻)
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Driftes Brown mozgás eloszlása, korábban is szerepelt

• 𝐵 Brown mozgás, 𝐻𝑡 = 𝐵𝑡 − 𝑡
𝑇 𝐵𝑇, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

• 𝐻 (skálázott) Brown híd, 𝐵𝑇 ∼ 𝑁(0, 𝑇 ) és 𝐵𝑇 ⟂⟂ 𝐻

•
𝑄(𝐴) = 𝔼ℙ(𝟙𝐴𝑒𝜆𝐵𝑇− 1

2 𝜆2𝑇)

• 𝐻 és 𝐵𝑇 együttes eloszlása 𝑄 alatt

𝑄(𝐻 ∈ 𝐶, 𝐵𝑇 ∈ 𝐷) = 𝔼(𝟙(𝐻∈𝐶)𝟙(𝐵𝑇∈𝐷)𝑒𝜆𝐵𝑇− 1
2 𝜆2𝑇) = ℙ(𝐻 ∈ 𝐶)𝔼(𝟙(𝐵𝑇∈𝐷)𝑒𝜆𝐵𝑇− 1

2 𝜆2𝑇)

• 𝐵𝑇 ∼𝑄 𝑁(𝜆𝑇 , 𝑇 ), 𝐻 Brown híd 𝑄 alatt és 𝐵𝑇 ⟂⟂ 𝑄𝐻.

•
𝐵𝑡 = 𝐻𝑡 + (𝐵𝑇 − 𝜆𝑇 ) 𝑡

𝑇 + 𝜆 𝑡
𝑇 = 𝐵̃𝑡 + 𝜆𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

ahol 𝐵̃ 𝑄–Brown mozgás.
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Ekvivalens mértékek

• ℙ, 𝑄 valószínűségi mértékek (Ω, 𝒜)-n. ℙ ≈ 𝑄, ha ℙ és 𝑄 null halmazai megegyeznek.

• ℙ ≈ 𝑄 pontosan akkor, ha ℙ ≪ 𝑄 és 𝑄 ≪ ℙ.

Állítás

ℙ ≈ 𝑄, 𝑍 = 𝑑𝑄
𝑑ℙ . Ekkor

ℙ(𝑍 ≤ 0) = 𝑄(𝑍 ≤ 0) = 0 és
𝑑ℙ
𝑑𝑄

= 1
𝑍

•
0 ≤ 𝑄(𝑍 ≤ 0) = 𝔼ℙ(𝑍𝟙(𝑍≤0)) ≤ 0

ℙ ≈ 𝑄 miatt {𝑍 ≤ 0} ℙ alatt is nullmértékű.

• 1/𝑍 definiált a {𝑍 ≠ 0} eseményen, ami teljes mértékű ℙ és 𝑄 szerint is.

ℙ(𝐴) = ℙ(𝐴 ∩ {𝑍 ≠ 0}) = 𝔼ℙ(𝟙𝐴𝟙(𝑍≠0)𝑍
1
𝑍

) = 𝔼𝑄(𝟙𝐴𝟙(𝑍≠0)
1
𝑍

)

Azaz 𝟙(𝑍≠0)
1
𝑍 teljesíti a Radon-Nikodym derivált definícióját.
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Lokálisan ekvivalens mértékek, sűrűségi folyamat

• (Ω, (ℱ𝑡)𝑡≥0, ℙ) (filtrált) valószínűségi mező. 𝑄 lokálisan ekvivalens ℙ-val, ha minden 𝑡-re ℙ|ℱ𝑡
≈ 𝑄|ℱ𝑡

.
Jelölés ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄.

• Megjegyzés. ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄-ból nem következik, hogy ℙ ≈ 𝑄. Például 𝐵 és (𝐵𝑡 + 𝑡)𝑡≥0 eloszlása (𝐶[0, ∞)-n)
lokálisan ekvivalens, de szinguláris.

• Ha ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, akkor legyen 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

. (𝑍𝑡)𝑡≥0 neve sűrűségi folyamat.

Állítás

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍 a sűrűségi folyamat, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

.

Ekkor ℙ(𝑍𝑡 > 0) = 1, 𝔼ℙ(𝑍𝑡) = 1, 𝑍𝑡 ∼ ℱ𝑡 minden 𝑡-re és 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 esetén 𝔼ℙ(𝑍𝑡 | ℱ𝑠) = 𝑍𝑠.

Azaz 𝑍 martingál ℙ alatt.

• 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

⟹ 𝑍𝑡 ∼ ℱ𝑡 és 𝔼ℙ(𝑍𝑡) = 𝑄(Ω) = 1.
• ℙ|ℱ𝑡

≈ 𝑄|ℱ𝑡
⟹ ℙ(𝑍𝑡 ≤ 0) = 0.

• 𝐴 ∈ ℱ𝑠 ⊂ ℱ𝑡, ⟹ 𝑄(𝐴) = 𝑄|ℱ𝑡
(𝐴) = 𝔼ℙ(𝑍𝑡𝟙𝐴) és 𝑄(𝐴) = 𝑄|ℱ𝑠

(𝐴) = 𝔼ℙ(𝑍𝑠𝟙𝐴) ⟹
𝔼ℙ(𝑍𝑡 | ℱ𝑠) = 𝑍𝑠, mivel 𝑍𝑠 ∼ ℱ𝑠.
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Lokálisan ekvivalens mértékek

• ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄.

• Ha 𝑀 folytonos trajektóriájú ℙ alatt, azaz

ℙ(𝑀 trajektóriája folytonos) = ℙ(∩𝑛{𝑀 trajektóriája folytonos [0, 𝑛]-en}) = 1

• 𝑄({𝑀 trajektóriája folytonos [0, 𝑛]-en}) = 1 és az 𝑀 folyamat 𝑄 alatt is folytonos trajektóriájú.
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Lokálisan ekvivalens mértékek sűrűségi folyamata

Állítás

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

a sűrűségi folyamat. Ha 𝑍 folytonos trajektóriájú, akkor 𝑍 nem éri el a nulla szintet.
ℙ(∀𝑡, 𝑍𝑡 > 0) = 1.

Megjegyzés. 𝑍 folytonossága nélkül is igaz. Ha a filtráció jobbról folytonos, akkor 𝑍-nek létezik càdlàg
változata, és erre a változatra az állítás igaz marad.

• Legyen 𝜏 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝑍𝑡 = 0}. 𝜏 megállási idő.
• {𝜏 ≤ 𝑡} ∈ ℱ𝑡 ∩ ℱ𝜏, azaz az opcionális mintavétel tételét is használva

𝑄(𝜏 ≤ 𝑡) = 𝔼ℙ(𝑍𝑡𝟙(𝜏≤𝑡)) = 𝔼ℙ(𝟙(𝜏≤𝑡)𝔼ℙ(𝑍𝑡 | ℱ𝜏)) = 𝔼ℙ(𝟙(𝜏≤𝑡)𝑍𝑡∧𝜏) = 0

• 𝑄(𝜏 ≤ 𝑡) = 0, 𝑄 és ℙ ekvivalens ℱ𝑡-n, azaz ℙ(𝜏 ≤ 𝑡) = 0
• 𝑡 = 𝑛-nel, ℙ(𝜏 ≤ 𝑛) = 0 minden 𝑛-re.

ℙ(𝜏 < ∞) = ℙ(∪𝑛(𝜏 ≤ 𝑛)) ≤ ∑
𝑛

ℙ(𝜏 ≤ 𝑛) = 0
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Lokálisan ekvivalens mértékek sűrűségi folyamata, exponenciális alak

Állítás

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

a sűrűségi folyamat. Ha 𝑍 Itô folyamat, akkor

𝑍𝑡 = exp{𝑀𝑡 − 1
2

[𝑀]𝑡}, ahol 𝑀𝑡 = log(𝑍0) + ∫
𝑡

0

1
𝑍𝑠

𝑑𝑍𝑠

Az állítás igaz folytonos 𝑍-re is. De mi csak Itô folyamatokra bizonyítottuk az Itô formulát.

• Itô formula a logaritmus függvényre.

𝑓 ∶ (0, ∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = log 𝑥, 𝑓 ′(𝑥) = 1
𝑥

𝑓″(𝑥) = − 1
𝑥2

•

log(𝑍𝑡) = log(𝑍0) + ∫
𝑡

0

1
𝑍𝑠

𝑑𝑍𝑠 + 1
2

∫
𝑡

0
− 1

𝑍2
𝑠

𝑑[𝑍]𝑠 = 𝑀𝑡 − 1
2

[𝑀]𝑡

• Megjegyzés. Az Itô formulát 𝑓 ∶ ℝ𝑑 → ℝ függvényre számoltuk ki. Ha 𝐷 ⊂ ℝ𝑑 nyílt, 𝑓 ∶ 𝐷 → ℝ 𝐶2, 𝑋 Itô,
ℙ(𝑋𝑡 ∈ 𝐷) = 1 minden 𝑡-re, akkor az Itô formula érvényben marad.

14



Martingálok ℙ és𝑄 alatt I.

Állítás

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

a sűrűségi folyamat.

• 𝑀 pontosan akkor martingál 𝑄 alatt, ha 𝑍𝑀 martingál ℙ alatt.

Tegyük fel, hogy 𝑀 martingál 𝑄 alatt. Ekkor

• 𝑀𝑡 ∼ ℱ𝑡, vagyis (𝑀𝑍)𝑡 ∼ ℱ𝑡

• |𝑀𝑡| ∈ 𝐿1(𝑄), azaz 𝔼𝑄(|𝑀𝑡|) = 𝔼𝑃(|(𝑍𝑀)𝑡|) < ∞.

• Ha 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡, 𝐴 ∈ ℱ𝑠, akkor 𝑀𝑡𝟙𝐴 ∼ ℱ𝑡 és 𝑀𝑠𝟙𝐴 ∼ ℱ𝑠 miatt

𝔼ℙ(𝑍𝑡𝑀𝑡𝟙𝐴) = 𝔼𝑄(𝑀𝑡𝟙𝐴) = 𝔼𝑄(𝑀𝑠𝟙𝐴) = 𝔼ℙ(𝑍𝑠𝑀𝑠𝟙𝐴)

Azaz ha 𝑀 𝑄–martingál, akkor 𝑍𝑀 ℙ–martingál.
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Martingálok ℙ és𝑄 alatt II.

Állítás

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

a sűrűségi folyamat.

• 𝑀 pontosan akkor martingál 𝑄 alatt, ha 𝑍𝑀 martingál ℙ alatt.

• Beláttuk, hogy ha 𝑀 martingál 𝑄 alatt, akkor

(𝑀𝑡
𝑑𝑄|ℱ𝑡

𝑑ℙ|ℱ𝑡

)
𝑡≥0

ℙ–martingál

• Szerepcserével, ha 𝑁 martingál ℙ alatt, akkor

(𝑁𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

𝑑𝑄|ℱ𝑡

)
𝑡≥0

= (𝑁𝑡
1
𝑍𝑡

)
𝑡≥0

𝑄–martingál

• Ha 𝑁 = 𝑀𝑍 martingál ℙ alatt, akkor 𝑁/𝑍 = 𝑀𝑍/𝑍 = 𝑀 martingál 𝑄 alatt.
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Lokális martingálok ℙ és𝑄 alatt III.

Állítás

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

a sűrűségi folyamat.

• 𝑍, 𝑀 folytonos trajektóriájú. 𝑀 pontosan akkor lokális martingál 𝑄 alatt, ha 𝑍𝑀 lokális martingál ℙ
alatt.

• 𝑀 folytonos trajektóriájú 𝑄–lokális martingál. Ha 𝜏𝑛 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ |𝑀𝑡| ≥ 𝑛} akkor 𝜏𝑛 ≤ 𝜏𝑛+1 → ∞
megállási idő sorozat, 𝑀𝜏𝑛 𝑄–martingál minden 𝑛-re.

• Cél. (𝑀𝑍)𝜏𝑛 ℙ-martingál.

• 𝑀𝜏𝑛 𝑄 martingál, ezért 𝑀𝜏𝑛𝑍 ℙ–martingál.

• Martingál megállítása martingált ad, vagyis (𝑀𝜏𝑛𝑍)𝜏𝑛 = (𝑀𝑍)𝜏𝑛 ℙ–martingál.
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Girsanov (Гирсанов) tétel

Tétel

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

. Tegyük fel, hogy 𝑍 Itô folyamat. Láttuk, hogy ekkor 𝑍𝑡 = exp{𝑀𝑡 − 1
2 [𝑀]𝑡}, ahol

𝑀𝑡 = log 𝑍0 + ∫𝑡
0

1
𝑍 𝑠

𝑑𝑍𝑠. Ekkor

𝐵 Brown mozgás ℙ alatt ⟺ 𝐵̃ = 𝐵 − [𝐵, 𝑀] Brown mozgás 𝑄 alatt

• Tegyük fel 𝐵 ℙ-Brown mozgás. A parciális integrálás formulájából

(𝐵̃𝑍)𝑡 = ∫
𝑡

0
𝐵̃𝑠𝑑𝑍𝑠 + ∫

𝑡

0
𝑍𝑠𝑑(𝐵 − [𝐵, 𝑀])𝑠 + [𝐵, 𝑍]𝑡

= ∫
𝑡

0
𝐵̃𝑠𝑑𝑍𝑠 + ∫

𝑡

0
𝑍𝑠𝑑𝐵𝑠 − ∫

𝑡

0
𝑍𝑠

1
𝑍𝑠

𝑑[𝐵, 𝑍] + [𝐵, 𝑍]𝑡 = ∫
𝑡

0
𝐵̃𝑠𝑑𝑍𝑠 + ∫

𝑡

0
𝑍𝑠𝑑𝐵𝑠

• 𝐵̃𝑍 lokális martingál ℙ alatt, azaz 𝐵̃ lokális martingál 𝑄 alatt.
• 𝐵̃0 = 0, 𝐵̃ folytonos trajektóriájú, és [𝐵̃]𝑡 = [𝐵]𝑡 = 𝑡. (ℙ és 𝑄 alatt ℱ𝑡 mérhető változók egyszerre
konvergensek sztochasztikusan).

• Lévy karakterizáció szerint 𝐵̃ Brown mozgás 𝑄 alatt.
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Girsanov (Гирсанов) tétel II.

Tétel

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

. Tegyük fel, hogy 𝑍 Itô folyamat. Ekkor

𝐵 Brown mozgás ℙ alatt ⟺ 𝐵̃ = 𝐵 − [𝐵, 𝑀] Brown mozgás 𝑄 alatt

• Beláttuk, hogy ha 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

és 𝐵 ℙ–Brown mozgás, akkor

𝐵̃𝑡 = 𝐵𝑡 − [𝐵, 𝑀]𝑡 = 𝐵𝑡 − ∫
𝑡

0

1
𝑍𝑠

𝑑[𝐵, 𝑍]𝑠 Brown mozgás 𝑄 alatt.

• ℙ, 𝑄 szerepcseréjével, ha 𝐵̃ 𝑄–Brown mozgás, akkor

̃𝐵̃𝑡 = 𝐵̃𝑡 − ∫
𝑡

0
𝑍𝑠𝑑[𝐵, 1/𝑍]𝑠 Brown mozgás ℙ alatt.

• Itô formula 1/𝑍-re. 𝑓(𝑥) = 1/𝑥, 𝑓 ′(𝑥) = −1/𝑥2, 𝑓″(𝑥) = 2/𝑥3

1
𝑍𝑡

= 1
𝑍0

− ∫
𝑡

0

1
𝑍2

𝑠
𝑑𝑍𝑠 + ∫

𝑡

0

1
𝑍3

𝑠
𝑑[𝑍]𝑠
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Girsanov (Гирсанов) tétel III.

Tétel

ℙ ≈𝑙𝑜𝑐 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

. Tegyük fel, hogy 𝑍 Itô folyamat. Ekkor

𝐵 Brown mozgás ℙ alatt ⟺ 𝐵̃ = 𝐵 − [𝐵, 𝑀] Brown mozgás 𝑄 alatt

• ℙ, 𝑄 szerepcseréjével, ha 𝐵̃ 𝑄–Brown mozgás, akkor

̃𝐵̃𝑡 = 𝐵𝑡 − ∫
𝑡

0

1
𝑍𝑠

𝑑[𝐵, 𝑍]𝑠 − ∫
𝑡

0
𝑍𝑠𝑑[𝐵, 1/𝑍]𝑠 Brown mozgás ℙ alatt.

• Itô formula 1/𝑍-re. 𝑓(𝑥) = 1/𝑥, 𝑓 ′(𝑥) = −1/𝑥2, 𝑓″(𝑥) = 2/𝑥3

1
𝑍𝑡

= 1
𝑍0

− ∫
𝑡

0

1
𝑍2

𝑠
𝑑𝑍𝑠 + ∫

𝑡

0

1
𝑍3

𝑠
𝑑[𝑍]𝑠

•

[𝐵, 1/𝑍]𝑡 = − ∫
𝑡

0

1
𝑍2

𝑠
𝑑[𝐵, 𝑍]𝑠, − ∫

𝑡

0
𝑍𝑠𝑑[𝐵, 1/𝑍]𝑠 = ∫

𝑡

0

1
𝑍𝑠

𝑑[𝐵, 𝑍]𝑠, ̃𝐵̃𝑡 = 𝐵𝑡
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Girsanov tétel általánosabban

Tétel

ℙ ≈ 𝑄, 𝑍𝑡 = 𝑑𝑄|ℱ𝑡
𝑑ℙ|ℱ𝑡

a sűrűségi folyamat. 𝑁 folytonos trajektóriájú folyamat.

𝑁 lokális martingál ℙ-alatt ⟺ ̃𝑁𝑡 = 𝑁𝑡 − ∫
𝑡

0

1
𝑍𝑠

𝑑[𝑁, 𝑍]𝑠 lokális martingál 𝑄-alatt

és [𝑁] = [ ̃𝑁].

Bizonyítás csak arra az esetre, ha 𝑁, ̃𝑁, 𝑍 Itô folyamat. Ha 𝑍 nem folytonos trajektóriájú, akkor ℱ jobbról
folytonossága is kell és ebben az esetben 𝑍 választható càdlàg-nak.

•

𝑍 = 𝑒𝑀− 1
2 𝑀, ahol 𝑀𝑡 = log 𝑍0 + ∫

𝑡

0

1
𝑍 𝑠

𝑑𝑍𝑠 és 𝑁𝑡 = 𝑁0 + ∫
𝑡

0
𝜎𝑠𝑑𝐵𝑠

•
̃𝑁𝑡 = 𝑁𝑡 − ∫

𝑡

0

1
𝑍 𝑠

𝑑[𝑁, 𝑍]𝑠 = 𝑁0 + ∫
𝑡

0
𝜎𝑠𝑑𝐵𝑠 − ∫

𝑡

0
𝜎𝑠

1
𝑍𝑠

𝑑[𝐵, 𝑍]𝑠 = 𝑁0 + ∫
𝑡

0
𝜎𝑠𝑑𝐵̃𝑠

• [𝑁]𝑡 = ∫𝑡
0

𝜎2
𝑠𝑑𝑠 = [ ̃𝑁]𝑡.
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Példa, driftes BM eloszlása Girsanov tétellel

• 𝐵 Brown mozgás, 𝜆 ∈ ℝ.

• 𝑑𝑄𝑇 = exp{𝜆𝐵𝑇 − 1
2 𝜆2𝑇}𝑑ℙ minden 𝑇 ≥ 0-ra valószínűségi mérték. 𝑄𝑇 sűrűségi folyamata

𝑍𝑡 = 𝔼(exp{𝜆𝐵𝑇 − 1
2 𝜆2𝑇} ∣ ℱ𝑡) = exp{𝜆𝐵𝑇 ∧𝑡 − 1

2 𝜆2𝑇 ∧ 𝑡}

•

𝑍 = 𝑒𝑀− 1
2 [𝑀], 𝑀𝑡 = ∫

𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝑇 )𝜆𝑑𝐵𝑠 𝐵̃𝑡 = 𝐵𝑡 − [𝐵, 𝑀]𝑡 = 𝐵𝑡 − ∫

𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝑇 )𝜆𝑑𝑠 = 𝐵𝑡 − 𝜆𝑇 ∧ 𝑡

• 𝑄𝑇 alatt 𝐵 driftes BM

𝐵𝑡 = 𝐵̃𝑡 + 𝜆𝑇 ∧ 𝑡 = 𝐵̃𝑡 + ∫
𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝑇 )𝜆𝑑𝑠

ahol 𝐵̃ Brown mozgás 𝑄𝑇 alatt.
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Driftes Brown mozgás futó maximumának eloszlása

• 𝑋𝑡 = 𝐵𝑡 + 𝜆𝑡, 𝑆𝑡(𝑋) = max𝑢≤𝑡 𝑋𝑢. Cél 𝑆𝑡(𝑋) eloszlása.
• 𝑦 > 0

ℙ(𝑆(𝑋)𝑇 ≥ 𝑦) = 𝑄(𝑆𝑇(𝐵) ≥ 𝑦), ahol
𝑑𝑄
𝑑ℙ

= 𝑒𝜆𝐵𝑇− 1
2 𝜆2𝑇

• 𝜏 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑡 = 𝑦}, 𝐵̃𝑡 = 2𝐵𝑡∧𝜏 − 𝐵𝑡. 𝐵̃ a tükrözött Brown mozgás.

𝑄(𝑆𝑇(𝐵) ≥ 𝑦) = 𝔼(𝟙(𝑆𝑇≥𝑦)𝑒𝜆𝐵𝑇− 1
2 𝜆2𝑇)

= 𝔼(𝟙(𝐵𝑇≥𝑦)𝑒𝜆𝐵𝑇− 1
2 𝜆2𝑇) + 𝔼(𝟙(𝐵̃𝑇>𝑦)𝑒

𝜆(2𝑦−𝐵̃𝑇)− 1
2 𝜆2𝑇)

= 𝑄(𝐵𝑇 ≥ 𝑦) + 𝑒2𝜆𝑦𝑄(𝐵𝑇 < −𝑦)

= ℙ(𝐵𝑇 + 𝜆𝑇 ≥ 𝑦) + 𝑒2𝜆𝑦ℙ(𝐵𝑇 + 𝜆𝑇 ≤ −𝑦)

= ℙ(𝑋𝑇 ≥ 𝑦) + 𝑒2𝜆𝑦ℙ(𝑋𝑇 ≤ −𝑦)

• Részletek:

{𝑆𝑇 ≥ 𝑦} = {𝐵𝑇 ≥ 𝑦} ∪ {𝐵̃𝑇 > 𝑦}, 𝟙(𝜏≤𝑇 )𝐵𝑇 = 𝟙(𝜏≤𝑇 )(2𝐵𝑇 ∧𝜏 − 𝐵̃𝑇) = 𝟙(𝜏≤𝑇 )(2𝑦 − 𝐵̃𝑇)
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