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Erds Markov tulajdonsag

Tétel
B Brown mozgds, T egy valészintiséggel véges megdlldsi idé T -ben. X, = B_ ., — B, G, = F _,.

Ekkor X Brown mozgds G-ben.

« A martingal karakterizaci6 alapjan elég, hogy

M, = exp{iaXL + “721‘} lokalis martingal G-ben minden o € R-re

N, a?

M, =~ ahol N, = exp{iaB + —t}

t Nq— t t 92

Lemma

N folytonos trajektoridju martingdl F -ben, 1/ N korldtos, T egy valésziniiséggel véges F-megadlldsi id6.
N,

]\T;t Gi=F 1

T

M, =

Ekkor M lokdlis martingal G-ben.



Lemma bizonyitasa

Lemma
N folytonos trajektéridju martingdl F -ben, 1/ N korldtos, T egy valdszinliséggel véges F-megalldsi idd,
M,=N,,,/N, G, = % ., ERkor M lokdlis martingdl G-ben.

s pp=mMm—=7)VO0.p, ~o(r)CF =G, azaz p, G-megallasiidd, p, — oo.

S P=Pn N
. N .
; y T+(tA (n—T),) nA(T+t)
]utp = ]\/[t/\p]l(p>0) = T+ﬂ(n>7') = T1(71>T)
T nAT
c0<s<t

]]"’n, T
?T+s> = ]i/> ') [E<Nn/\(7'+t) ’fr+.s>

nAT

N’I T
EM7 | 9,) = £

nAT

(n>71)

+ Opcionalis mintavétel

[E<Nn/\(‘r+t)

f7+5> = [E([E(Nn | ‘?T+t) ‘?T‘FS) = Nn/\(‘r+s)

Non(rs)

nAT

« MP» martingal G-ben minden n-re, azaz M lokalis martingal G-ben.



Erds Markov tulajdonsag

Tétel
B Brown mozgds, T egy valészintiséggel véges megdlldsi id6 7 -ben. X, = B_, — B, G, =7 _,.

Ekkor X Brown mozgds G-ben.

+ Ha X Brown mozgas G-ben, akkor X fiiggetlen G, = F -tdl, azaz Brown mozgas megallasi idépontban,
a multjatol fiiggetlenil Gjraindul.

+ Tetszéleges § > 0-ra, X eljelet valt (0,0)-n. Azaz B a 7 megalldsi id6 utan, (7,7 + ¢)-ban jar B alatt
és folott is.
Black-Scholes modellben nincs értelme arrél beszélni, hogy a részvényar egy adott szintet felfelé, vagy
lefelé lép at.

« vy =max{t € [0,1] : B, =0} nem megallasi id6, mert y-nak étezik olyan jobb oldali kérnyezete, pl.
(7,1), ahol B nem valt elgjelet.



Brown mozgas [0, 7]-n

Allitas
B Brown mozgds, v = max{t € [0,1] : B, = 0}.

Ekkor H Brown hid, és H fiiggetlen ~-tol.

+ B Brown mozgas. IdGinverzio

tBy, t>0 1
X, = T=inf{t>1: X, =0} ==
0 t=0 g

- Y, =X, — X, = X_,, Brown mozgas, fiiggetlen mtol és igy v = 1/7-tol.
1

\/;
P(Z e H) =E[P(Ze H|7)=EP((cV?Y,.)s0 € H)|.—,) =P(B € H)

- Skala invariancia. Z, = ==Y, szintén Brown mozgas, mert



Brown mozgas [0, 7]-n

Allitas

H ~-tél fiiggetlen Brown hid.

1 1
Xy =1tByy, 7= ; Vi=Xr, 2= %_Yn
+ X, Y, Z Brown mozgasok.
+ Ha Z Brown mozgas, akkor
~ 1—t 1—t¢ 1—t

1—t 7 1
=5 1= = \7,}/37(14) =H,,, tel01)

Brown hid. Ha (H;_;),¢j0,1) Brown hid, akkor H is az.




Uj téma: Mértékcsere, Girsanov (fupcaHos) tétel



Mértékcsere, Radon-Nikodym tétel

- P, Q valdszinliségi mértékek. Q) <« P, azaz () abszolut folytonos P-re nézve, ha minden P nullmérték
halmaz @ nullmérték is.

- Példa. Ha f € LY(P), f >0, [ fdP =1 és Q(H f fdP, akkor Q < P.

+ A Radon-Nikodym tétel azt mondja, hogy minden pelda ilyen.

Tétel

P, Q valdszinliségi mértékek (2, A)-n, Q) < P. ERkor létezik Z > 0, A mérheté vdltozé, hogy
Q(A) = E(Z1,), minden A € A-ra.

Z a Radon-Nikodym derivdlt, jelolése Q

+ Jelolés. [E[P, Eg a Pill @ szerinti integral.
cAZ = osszefuggest dQ = ZdP alakban is irhatjuk (A két oldal integralja tetsz6leges A-n ugyanaz).



Mértékcsere

Allitas
P, Q valdszinliségi mértékekr (Q, A)-n, Q < P és Z = %. Ha X ~ A, akkor

Eo(X) = Ep(Z2X)
A Rét oldal egyszerre definidlt és ekkor megegyeznek.
Ellendrzés indikatorra, lépcsds fliggvényre, nem negativ mérhetére, mérhetére.
Allitas

P, Q valdszinliségi mértékek (2, A)-n, Q < P és Z = %. Ha X, 5 xp alatt, akkor X, Lx Q alatt.

g,n >0,
QUX, —X|>¢) = [EP(Z]]-(\XH—sz)) < [E[P(Z]]-(ZZL)) + LP(1X,, — X| >¢) <n, hanelégnagy



Példa, korabbi példa apro modositasa

+ fo mindenhol pozitiv siiriségfiiggvény R-en
c Q=R A=3BP(H) :f fO

. fy stiriségfiggvény R-n, Q(H j i
+ Q <P, hiszenP(H) =0 = Lebesgue(H) =0 = Q(H)=0.

%:fi mert Q(H) = /fl /L,f0 /fldn>

fo’ fo fo
* Ha
1 > 1 2 dQ
e " /QT, 7)) = e—(==AT) /QT, akkor —<(z) = exp{ iz — I\2T
*HaZ ~ N(0,7),dQ = exp{)\Z — %/\ZT}d[P, akkor Z ~¢ N(\T,T).

h

Q(Z € H) = E(1 g7 3NT) =
‘ H f()

(z) fo(x)dzw = P(Z + AT € H)



Driftes Brown mozgas eloszlasa, korabban is szerepelt

- BBrown mozgas, H, = B, — B, t € [0, 7).
+ H (skalazott) Brown hid, By ~ N(0,T) és B, L H
Q(4) = [E[P(]lAe)‘BT%XZT)
+ H és By egyiittes eloszlasa () alatt
Q(H € C, B € D) = E(Lgec)L(pen @57 ') = P(H € O)E(1p,cp)e*Br 33T

* Bp~g N(AT,T), HBrown hid Q alatt és By | 5 H.

B,=H,+(Br— M)t + 2t =B, + », te[0,T]

ahol B (Q-Brown mozgas.



Ekvivalens mértékek

+ P, Q valdszinliségi mértékek (Q, A)-n. P ~ @, ha P és Q null halmazai megegyeznek.
« P ~ @ pontosan akkor, ha P <« @ és Q <« P.

Allitas
P~Q, Z="4%. Ekkor

0<Q(Z<0)=Ep(Z155)) <O
P ~ @ miatt {Z < 0} P alatt is nullmértékd.

+ 1/Z definidlt a {Z # 0} eseményen, ami teljes mértéki P és () szerint is.
1 1

Azaz 1(2#0)% teljesiti a Radon-Nikodym derivalt definicidjat.



Lokalisan ekvivalens mértékek, stirliségi folyamat

© (2, (F )0, P) (filtralt) valoszinliségi mezé. ) lokalisan ekvivalens P-val, ha minden t-re P|, ~ Q| .
Jelolés P ~,,. Q.

- Megjegyzés. P ~,. Q-bol nem kovetkezik, hogy P ~ Q. Példaul B és (B, +t),- eloszlasa (C[0, co)-n)
lokalisan ekvivalens, de szingularis.

+ HaP =, Q, akkor legyen Z, = %. (Z,),>( neve siirliségi folyamat.
7, 2

Allitas

P ~,. Q, Z aslirtiségi folyamat, Z, = %‘jf
Tt
EkkorP(Z, > 0) =1, Ep(Z,) =1, Z, ~ F, minden t-reés 0 < s < t esetén bp(Z, | F,) = Z,.

Azaz Z martingdl P alatt.

Q. .

c 4y = d([i\‘;: = Z,~F,ésEp(Z,) =Q(Q) = 1.

* Ply, #Qly, = P(Z,<0)=0.

cAeF C Ty = QMA) =Qlx,(A) =Ep(Z1,) és Q(A) = Qlr (A) = Ep(Z,1,) =
Ep(Z, | F,) = Z,, mivel Z, ~ T ..




Lokalisan ekvivalens mértékek

- Py Q.
+ Ha M folytonos trajektdriajua P alatt, azaz

P(M trajektoridja folytonos) = P(N,, { M trajektéridja folytonos [0, n]-en}) =1



Lokalisan ekvivalens mértékek siiriiségi folyamata

Allitas
dQ)| 0200
P ~loc Q’ Zt = d[P\!Z;

P(Vt, Z, > 0) = 1.

Megjegyzés. Z folytonossaga nélkiil is igaz. Ha a filtracié jobbrél folytonos, akkor Z-nek létezik cadlag
valtozata, és erre a valtozatra az allitas igaz marad.

+ Legyen 7 = inf{t > 0 : Z, = 0}. 7 megallasi idé.
- {7 <t} € F,NF, azaz az opcionalis mintavétel tételét is hasznalva
Q(r<t)=E (Zt]l(rgt)) =Ep <ﬂ(fgt‘)[ED>(Zt | jr)) =Ep (ﬂ(rgt)Zmr) =0
QT <t)=0,Q ésP ekvivalens F,-n,azaz P(1 < t) =0
+ t =n-nel, P(7 <n) =0 minden n-re.

P(r < o0) =P(U, (1 <n)) < Z[P(TS n)=0

n



Lokalisan ekvivalens mértékek siiriiségi folyamata, exponencialis alak

Allitas

dQ)|; R 3
P~ Q Z, = % a slirtiségi folyamat. Ha Z Ito folyamat, akkor

1
—dZ,
Z, °

1 t
Zy, = exp{]\/[t — E[JVIL}, ahol M, =log(Z,) + /0
Az allitas igaz folytonos Z-re is. De mi csak It6 folyamatokra bizonyitottuk az I1t6 formulat.

+ 1to formula a logaritmus fliggvényre.

fi0,00) 2R, ) =logz, f@)=1 [E)=-=

5 q 1/t 1 1
log(ZL)zlog(Zo)-i-.é ZdZS+§/O —Z—gd[Z]S:ML—i[ML

- Megjegyzés. Az Itd formulat f : R? — R fiiggvényre szamoltuk ki. Ha D C R% nyilt, f : D — R C?, X It5,
P(X, € D) = 1 minden t-re, akkor az It6 formula érvényben marad.



Martingalok P és () alatt I.

Allitas
dQ| s
dP[-

P~ Q Z = t g stirliségi folyamat.

t
« M pontosan akkor martingdl Q) alatt, ha Z M martingdl P alatt.
Tegyiik fel, hogy M martingal @ alatt. Ekkor

« M, ~ F,,vagyis (M Z), ~ F,
- [M,| € LN(Q), azaz Eq (1M,]) = Ep(|(ZM),]) < oo.
cHa0<s<tAeF, akkor M1, ~F,és M1, ~ F miatt

[EP(Zt]Wt]lA) = [EQ(]Wtle) = [EQ(]\/ISJIA) = [EMZSMJA)

Azaz ha M (Q-martingal, akkor Z M P-martingal.



Martingalok P és @ alatt II.

Allitas

d?“j’ a slrtsegi folyamat.
T

P Floc QI Zt =

« M pontosan akkor martingdl @ alatt, ha Z M martingdl P alatt.

- Belattuk, hogy ha M martingél @ alatt, akkor

Q)|
(]\It d%‘: ) P-martingal
"/ 20

+ Szerepcserével, ha NV martingal P alatt, akkor

dP|. 1
N, 7, = (Nt—> @-martingal
(1Q|:rt 0 Zy >0

« Ha N = M Z martingdl P alatt, akkor N/Z = M Z/Z = M martingal Q alatt.




Lokalis martingalok P és  alatt Ill.

Allitas
dQ|r,

P ~loc Qr Zt = d[P‘»'ft

a sliriiségi folyamat.

- Z, M folytonos trajektoridju. M pontosan akkor lokdlis martingdl Q) alatt, ha Z M lokdlis martingdl P
alatt.

+ M folytonos trajektoriaju @-lokalis martingal. Ha 7, = inf{t > 0 : |M,| > n} akkor 7, <7, ; — 00
megallasi id6 sorozat, M7 (Q-martingal minden n-re.

« Cél. (M Z)™ P-martingal.
« M™ @ martingal, ezért M Z P-martingal.
+ Martingal megallitdsa martingalt ad, vagyis (M ™ Z)™ = (M Z)™ P-martingal.



Girsanov (TupcaHos) tétel

Tétel

P~ Q Z, = d?lj‘? . Tegyiik fel, hogy Z It folyamat. Ldttuk, hogy ekkor Z, = exp{Mt — %[M]t}, ahol
M, =log Zy + [ % dZ,. Ekkor

B Brown mozgds P alatt < B = B — [B, M] Brown mozgds Q alatt

- Tegylk fel B [P-Brown mozgas. A parcialis integralas formulajabol

(B2),- | "Bz, + / ' Z,4(B— B, M), + (B, 2,
0 0

o ¢ t t ¢
- 1 -
= / B.dzZ, + / Z.dB, — / Z.~d[B,Z) + B, 7] = / B.dz, + / Z.dB,
o () Zs b ()

. BZ lokalis martingdl P alatt, azaz B lokalis martingdl @ alatt.

- B, = 0, Bfolytonos trajektoriaju, és [B], = [B], = t. (P és Q alatt F, mérhetd valtozék egyszerre
konvergensek sztochasztikusan).

- Lévy karakterizaci6 szerint B Brown mozgas Q alatt.



Girsanov (Tupcanos) tétel Il.

Tétel

P ~ype @ Zy = d?l"[:' Tegyiik fel, hogy Z It6 folyamat. ERRor

B Brown mozgds P alatt < B = B — B, M] Brown mozgds Q alatt

- Belattuk, hogy ha Z, = (ji%‘f;t és B P-Brown mozgas, akkor
Ft
. T
B, =B,—[B,M], = B, — / Z—d[B, Z), Brown mozgas () alatt.
Jo s

- P, Q szerepcseréjével, ha B Q-Brown mozgas, akkor

ou

t
.= B, f/ Z,d[B,1/Z]  Brown mozgas P alatt.
0

- 1td formula 1/ Z-re. f(x) = 1/x, f'(z) = —1/22, f"(z) = 2/2®

1 1 5 1 €
—=—_—— | —=dZz —d|Z
7 A /0 z +/0 73 14,

s



Girsanov (Tupcanos) tétel lll.

Tétel

Qlr,

T, Tegylik fel, hogy Z It6 folyamat. ERkor

P ~6c Q, Zy =

B Brown mozgds P alatt < B = B — [B, M] Brown mozgds Q alatt

« P, Q szerepcseréjével, ha B (Q-Brown mozgas, akkor

Z

S

~ t 1 t
B, =B, 7/ —d[B, 7], 7/ Z,d[B,1/Z]  Brown mozgas P alatt.
0 0

- 1t formula 1/ Z-re. f(z) = 1/x, f'(x) = —1/22, f"(z) = 2/2®

1 1 5 1 € 1
—=—— | —dZz —_d|Z
7 A /0 z ﬁ_/o 73 14,

s

ot 1 ot t 1 ~
[B,l/ZL:—/ 4B, 2, —/ 2.d[B,1/ ]g:/ Lap,2, B =5,
) b Zs ) J0 ‘ o Zs ‘

20



Girsanov tétel altalanosabban

Tétel

P~Q, Z = Zﬂ; a slrtiségi folyamat. N folytonos trajektéridju folyamat.

- & 9
N lokdlis martingdl P-alatt < N, =N, — / 7d[N7 Z|, lokdlis martingdl Q-alatt
0 s

Bizonyitas csak arra az esetre, ha NN, N, Z 1ts folyamat. Ha Z nem folytonos trajektériajd, akkor & jobbroél
folytonossaga is kell és ebben az esetben Z valaszthatd cadlag-nak.

ot ot
/ / 1
Z = eM-zM mmmuﬂ%%+/éd4ésmzmﬁ/ow&
Y0 & Y0

- t 1 t t 1 ot -
M:Mf/Eﬂqum+/%w,/}?ﬂaqzm+/Qws
o “s 0 0 s 0

* [N], = [ o2ds = [IV],.

21



Példa, driftes BM eloszlasa Girsanov tétellel

+ B Brown mozgas, A\ € R.
+ dQp = exp{ABy — 1 \*T}dP minden T > 0-ra valdszindségi mérték. Q- s(irliségi folyamata

Z, = E(exp{ABp— 3A2T} | #,) = exp{ABpr, — 12T At}

ot ol
Z=eM-3M  pp = / 1crydB; B,=B,—[B,M], = B, — / 1(yerAds = B, — AT At
Jo Y0

+ Qpalatt B driftes BM
®
B, =B, +\X['Nt=B,+ / Lis<mAds
Jo

ahol B Brown mozgas (), alatt.
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Driftes Brown mozgas futé maximumanak eloszlasa

+ X, = B, + M, 5;(X) = max,; X,,. Cél S;(X) eloszlasa.
cy>0
dQ ABr—3X2T
P(S(X)r2 1) = Q(Sy(B) 2 y), ahol £ =err
- 7=inf{t >0 : B, =y}, B, = 2B,,. — B,. Batiikréz6tt Brown mozgas.
Q(S1(B) 2 y) = E(15,5,) e Br33'T)
— 152
= E((g,2ye* P 2M7) +E(2 (Br>y)©
= Q(Br > y) +e*MQ(Byp < —y)
Br+ AT 2 y) + MP(Bp+ AT < —y)
Xr2y) +P(Xp < —y)

A(Qy—BT)—%AQT)

P(
P(

+ Részletek:

=

{Sr >y} ={Br>y}U{Br>y}, Lir<ryBr = 1<) (2Brpar — Br) = Loy (2y — By)
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