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Kitéré: > B,.(B,  — B,

Allitas
B Brown mozgds, (t;) a [0, t] intervallum felosztdsa és tf = ot; + (1 — a)t; 4, ahol o € [0, 1].

ERkor23°. B;.(B,  — B, )és B? — (2ac — 1)t eltérésének L* norma négyzete legfeljebb a felosztds
finomsdgdnak 3t szerese.

* 2B, = (B, +B
+ Osszegzés utan:

)+ (Byy = By) — (B,,,, — Bi:)

tiy1 tiv1 Y

§=23 By(B,, ~B,) =B+ Qi Qx
ahol

Q= Z(Bt; *Btf)(Btm *Bti): Qy = Z(Btm *Bt;)(Btm — B,

i

)

i i

c E(@y) = Zl(l —a)(tiy —t) =1—atésE(Q,) = Zl oty —t;) = at, azaz
S—(Bf — (1 -2a)t) = Q; — Q; —E(Q; — Qy),
E((S — (Bf + (1 —2a)t))*) = D*(Qy — Q3) < (D(Q1) + D(Q2))*



Kitéré: > B,.(B,  — B,

i

Allitas
B Brown mozgds, (t;) a [0, t] intervallum felosztdsa és t; = at; + (1 — a)t;,,, ahol o € [0, 1].

Ekkor23_ B,.(B, A — B,)és B? + (2ac — 1)t eltérésénekr L* norma négyzete legfeljebb a felosztds
finomsdgdnak 3t szerese.

* E((S = (B — (1 —20)1))%) = D*(Q; — Q2) < (D(Qy) + D(Q,))?

- Fliggetlen néveményliség miatt
IDQ(Q1) = Z D2((Bt; - Bti>(Bt,v+l - Bg))

+ A négyesszorzat formula alapjan (Wick formula spec esete), ha (X,Y) ~ N(0, X), akkor
D(XY) = E(X2Y?2) — cov?(X,Y) = cov?(X,Y) + D2(X)D%(Y).

D*(Q,) = Z(l —a+(1-a))(ti1 —t,)* < (1—a+(1—a)’)tmaxt,; —t;,

i

hasonléan: D*(Q,) < (a + a?)tmaxt, ; —t,.
- (Va+a?+/(1—a)+(1—-a)?)?2<3haac(0,1]




Opcionalis mintavétel, emlékeztetd

Definicio
T filtrdcid, T megdlldsi idé F -ben. Jelélés: T = o(U;-oF ;)

F,={AeF :Vt>0, An{r <t} € F,}.

Tétel (Opcionalis mintavétel)
X folytonos trajektéridjui martingdl, T megdlldsi id6. ERkor E(X, | F ) = X, .

+ Kiszamoltuk véges értékkészletli mra.
+ Lattuk, hogy tetszéleges 7-hoz létezik 7,, véges értékkészletli megallasi idd, amire 7,, \, 7.
+ Ebbdl megkaptuk, hogy X~ F _és ha X, =X, L'-ben akkor az allitas igaz 7-ra is.

c X, — X egy valoszintiséggel a trajektoriak folytonossaga miatt, igy elegend6 {XT” :n>1}
egyenletes integralhatdsaga:
minden € > 0-ra létezik K Ggy, hogy [E<|Xrn‘1(\xT \>K)) < & minden n-re.



{E(Y|G) : G o-alg.} egyenletesen integralhaté, haY € L!

o

+ Ha Z = |E(Y] )|, akkor

A={Z>K}eg é&s [P(A)g%S[E(I‘?)

E(Z1(z5x)) = E(E(Y]9)[14)
S E(E(Y[9)14) = E(JY]14)
[E(|Y11A (IY|<L) ) + [E(|Y11A (Y|>L) )

< LP(A) + [E(|Y|]1<|>1>L)> < T(E(M) + E(IHLW@)

- Legyen L olyan nagy, hogy [E(m1<m>m) < g/2 és ezutan K olyan nagy, hogy LE(]Y])/K < /2. Ezzel
a valasztassal

sup{E(Z1(zx)) : Z=|E(Y|G)| Go-alg} <e



Osszefoglalas

Definicié (Megallitott o-algebra)
T filtrdcid, T megadlldsi id6 T -ben. Jelolés: T = o (U T ;) T, ={A€ T :
Vt>0, An{r <t} e F,}

Tétel
X folytonos trajektéridju martingdl, T megdlldsi id6 az F filtrdciéban. ERkor E(X, | F ) = X,
Kovetkezmény

« Folytonos trajektéridju martingdl megadllitdésdval martingdlt kapunk.

« Folytonos trajektoridju lokdlis martingdl megallitdsaval lokdlis martingalt kRapunk.

« Folytonos trajektoridju lokdlis martingdlok 6sszege lokdlis martingdl.

« Folytonos trajektoridju lokdlis martingdl megadllitdssal korldtos martingdlla tehetd.

[E<Xt | ‘?T> 2 Xt/\T'
+ Ha X cadlag martingal, akkor a tétel igaz marad.



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)

Kévetkezmény (Szemimartingal felbontas unicitasa)
X=vV® 4 MO =V 4 M2 ahol VIV, V2 korldtos vdltozdst folyamatok és M), M2) folytonos
trajektoridju, nullabol induld, lokdlis martingdl. Ekkor V1) = V(2) és M) = (2,

VO —y@ = M@ — MW nullabdl induld folytonos trajektoriaju, lokalis martingal, ami korlatos valtozasu,

igy azonosan nulla



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.
Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)

Kévetkezmény (Szemimartingal felbontas unicitasa)
X =V0 4 MO =vE 4 M® aghol VY, V2 Rorldtos vdltozdst folyamatok és ML), M2 folytonos
trajektoridju, nullabol induld, lokdlis martingdl. Ekkor V1) = V() és M) = (2,

Kévetkezmény (Felbontas unicitasa Ito folyamatokra)
X It6 folyamat az F filtracioban,

ot t ot ot
Xt:XO-i-/ u§1>ds+/ oMdB  és Xt:XO+/ u£2>ds+/ c?dB?.
“A0) 0 Y0 A0)

Erkor i) = 12 és (¢(1))2 = (¢(¥))2 dt x dP majdnem mindeniitt és j(;t oVaBl — fot o?aB?

Azaz £(X) definicidjaban X felbontdsa nem jatszik szerepet.



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)

ez

Kovetkezmény
X, =Xy + fot peds + fot o,dB, It6 folyamat és . ERkor az idéintegrdl azonosan nulla,
azaz X, = X, + fot o,dB,.

/ t 0
° A/It = Xt - X() - j(; UsBs = J(; /’Lsdsi
« M folytonos trajektdridju, nullabol induld lokalis martingal.
“M=06ésX,=X,+ ['0,dB,.

Ha X folytonos trajektdridju lokalis martingal (és It6 folyamat), akkor az X szerinti integrallal kapott folyamat
is lokalis martingal.



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)
X nulldbdl indulé, folytonos trajektoridju, lokdlis martingdl. Ha X Rorldtos valtozdst, akkor X = 0.

Kovetkezmény
X It6 folyamat és lokdlis martingdl. ERkor [ X az az egyetlen nullabél indulé, adaptdlt, monoton névé

folyamat, amivel X2 [X1,) (>0 folytonos trajektdridju lokdlis martingdl.

c X2 [X],=X2+2 j('f X, dX, = X2+ 2f0t X, 0.dBy, igy X% — [X] folytonos trajektériaja lokalis
martingal.

- Tegyiik fel, hogy X2 — Vfolytonos trajektériaju lokalis martingal, ekkor
M= (X? = [X]) = (X2 = V) =V - [X]

is folytonos trajektériaju lokalis martingal.

+ Ha Vmonoton né és nulldbél indul, akkor M, = 0 és M korlatos valtozasu, azaz M = 0 és V = [X].



Alap lemma bizonyitasa korlatos martingalra

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma
X nulldbdl indulé, folytonos trajektoridju, korldtos martingdl. Ha X Rorldtos vdltozdsu, akkor X = 0.

- ¢ rogzitett (tim) a [0, ¢] végteleniil finomodé felosztassorozata.
_ o 2
Qn = _(Xm —Xm)” ZA @, > [X],=0
3
« M négyzetesen integralhaté martingal, novekmények merolegesek, azaz

E(@q) =E(X, 87) =E((Z,807) =20 E(E(A:d | 72, )) = E(X?)

i<j
* Ha I:E(Qn) — 0, akkor [E(X?) =0és Xt =0.
- limE(Q,,) = 0-hoz elég, hogy sup  E(Q?) < oo, mert

1
EQ,) <e+KP(e<Q, <K)+ 7 5P E(Q2%) <3¢, haK ésn elégnagy.



e
-) < ool

sup, | (

+ X korlatos | X| < K, azaz A? < (2K)?

2=0)_a%? ZA4+22A2A2

i<j

> A < max; A? > A? < (2K)? )22, A? = (2K)%Q,,,

E(3, A) < 2K)’E(Q,) = (2K)*E(X?) < 4K*



sup, E( 2) < ool

+ X korlatos | X| < K, azaz A? < (2K)?
Q=0 _ANP=) At+2) AIA}
5 i<y

E(Y, AY) <4K*,
+ Hai < j < k, akkor
E(A20,A, | F, ) = A2AE(A | F,,) =0,

E(a7%,,87) =E(a3(T,, A2+25, . AA)) =E(AX(T,, A))?) < (2K)?E(AD)

E (E AZZA]?) =>E (A% > A?) < (2K)? ) E(A?) = (2K)’E(Q,,) < 4K*
i<j i >0 i
+ Osszerakva

E(Q2) < 3-4K*



Alap lemma bizonyitasa

Lemma

e ses

« legyenT =inf{t >0 : |X,| > 1}.
« M = X,,, korlatos martingal.
- M korlatos valtozasi 0 < VM < VX =0
- M=0.
- M, =X,,,=0,6s
e tllrglo ]Wtjl(f@o = hm XtAT]l(‘r<oo ]l(T<oo)

cT=006és X =0.



Lévy karakterizacio I.

Tétel

“ ey

X pontosan akkor Brown mozgds 7 -ben, ha [X|, = ¢t minden t-re.

Megjegyzés. Csak arra az esetre latjuk be, ha X = Z]_ X, ahol X9 It folyamat F-beni = 1, ..., d.

f:RIFL 5 C f(t,z) = f(t, 20, 24) = exp{ioczjxj + %021‘/}

0f = 302f, O, f =iaf, 0, . f=—af

c M, = f(t, XY, XY fejlédése

t
1 p
M, :]\/[0—|—/ 502]\[ r]s—I—Z/ 1M dx9 4= Z/ —a?M, d[ X0 X ) —]UO—I—Z/ /oz]\/[stgj)
0



Lévy karakterizacio II.

Tétel

e sy

X pontosan akkor Brown mozgds 7 -ben, ha [X|, = t minden t-re.
Megjegyzés. Csak arra az esetre latjuk be, ha X = 3~ X, ahol X 1t4 folyamat F-beni =1, ..., d.

M, = exp{iaX, + %t} X =3 X0
* Ha [X] =t akkor
My=1+>" / ioM,dX{
j=1+"0

+ Ha X lokalis martingdl, akkor az alap lemma miatt

% - ot . t
X, = / S udds +3° / o?dBY =% / odBY = M lokalis martingal.
0 J 7 o 7 o



Lévy karakterizacio lIl.
Tétel

X pontosan akkor Brown mozgds & -ben, ha [X], = t minden t-re.

Emlékeztetd.
Tétel (Martingal karakterizacio)
X nulldbdl induld, folytonos trajektéridju, F-adaptalt folyamat.

X pontosan akkor BM F -ben, ha Vo € R esetén (exp{iaX, + 1a2t}),~o martingdl.

« M, = exp{iaX, + %t}, M lokalis martingal.

* (M) s korlatos, mert [M,, ;| < exp{2a?T}

* (M,,1);>0 korlatos lokalis martingal, vagyis martingal.
e s <t < T-re

E(M; | F) = E(Mypr | F ) = Moy = M,
« M martingdl, tetszéleges «v esetén, azaz X Brown mozgas.



Tétel
B Brown mozgds, T megadlldsi idé F-ben. X, = B,,. — (B; — B;\,) = 2B,,, — B,.

X Brown mozgds F -ben.

t
BLAT:/ :ﬂ'(ng)st
0
t
Xt:/ 21, — 1dB,
0

3
[X]t = / (2]]'(5§T) — 1)2d8 =t
0

+ Azaz X nullabdl, indulé folytonos trajektdriaja lokalis martingal, [X]z =

« Lévy karakterizacié alapjan X Brown mozgas.



Futé maximum eloszlasa tiikrozési elvvel

Allitas
B Brown mozgds, S; = max,, B,. ERkor S, 4 | B,|.
+ legyeny > 0és7=inf{t >0 : B, =y}, X, =2B,,, — B,.
- 7megallasi id6, X Brown mozgas a tiikrozési elv alapjan.
< t>0
{Sizyt={r<t}={r<t, B, 2ytU{r <t B, <y}
{r<t B >y}={B, >y}

{r<t,By<y}={r<t,2y—B, >y} ={r <, X, >y} = {X; >y}

P(S, >y) =P(B, >y) +P(X, >y) =2P(B, > y) = P(|B,| > y)



