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Opcionális mintavétel, diszkrét megállási időre (Ismétlés)

Tétel (Opcionális mintavétel)
𝑋 folytonos trajektóriájú martingál, 𝜏 megállási idő. Ekkor 𝔼(𝑋𝑡 | ℱ𝜏) = 𝑋𝑡∧𝜏

• Elnevezés: 𝜏 diszkrét, ha véges sok lehetséges értéke van.
• 𝜏 ∈ {𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛 < ∞}

𝐴 ∈ ℱ𝜏 ⟺ ∀𝑖, 𝐴 ∩ {𝜏 = 𝑡𝑖} ∈ ℱ𝑡𝑖

Ugyanis
𝐴 ∈ ℱ𝜏 ⟹ 𝐴 ∩ {𝜏 = 𝑡𝑖} = 𝐴 ∩ {𝜏 ≤ 𝑡𝑖} ∖ (∪𝑗<𝑖𝐴 ∩ {𝜏 ≤ 𝑡𝑗}) ∈ ℱ𝑡𝑖

és ha a feltétel teljesül, akkor

𝐴 ∩ {𝜏 ≤ 𝑡} = ∪𝑖∶𝑡𝑖≤𝑡𝐴 ∩ {𝜏 = 𝑡𝑖} ∈ ℱ𝑡

• Mérhetőség. Kell 𝑋𝑡∧𝜏 ∼ ℱ𝜏. Az előző pont szerint elég, hogy

{𝑋𝑡∧𝜏 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 = 𝑡𝑖} = {𝑋𝑡∧𝑡𝑖 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 = 𝑡𝑖} ∈ ℱ𝑡𝑖

• Parciális átlagolás. 𝐴 ∈ ℱ𝜏

𝔼(𝑋𝑡𝟙𝐴) = ∑
𝑖

𝔼(𝑋𝑡𝟙𝐴∩{𝜏=𝑡𝑖}) = ∑
𝑖

𝔼(𝔼(𝑋𝑡 | ℱ𝑡𝑖)𝟙𝐴∩{𝜏=𝑡𝑖}) = 𝔼(𝟙𝐴∑𝑖𝑋𝑡∧𝑡𝑖𝟙(𝜏=𝑡𝑖)) = 𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝟙𝐴)
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Opcionális mintavétel, általános megállási időre (Ismétlés)

Tétel (Opcionális mintavétel)
𝑋 folytonos trajektóriájú martingál, 𝜏 megállási idő. Ekkor 𝔼(𝑋𝑡 | ℱ𝜏) = 𝑋𝑡∧𝜏

•
•

𝜏𝑛 =
⎧{
⎨{⎩

𝑘+1
2𝑛 ha 𝜏 ∈ [ 𝑘

2𝑛 , 𝑘+1
2𝑛 ), 𝑘 = 0,1,… ,𝑛2𝑛 − 1

∞ 𝜏 ≥ 𝑛
• 𝜏𝑛 diszkrét megállási idő. Ehhez elég, hogy

{𝜏𝑛 = 𝑘+1
2𝑛 } = {𝜏 < 𝑘+1

2𝑛 } ∖ {𝜏 < 𝑘
2𝑛 } ∈ ℱ 𝑘+1

2𝑛

de
{𝜏 < 𝑡} = ∪𝑛{𝜏 ≤ 𝑡 − 1

𝑛 } ∈ ℱ𝑡 minden 𝑡-re.

Ötlet. 𝜏 ≤ 𝜏𝑛, 𝜏𝑛 ↘ 𝜏, ezért tetszőleges 𝐴 ∈ ℱ𝜏 ⊂ ℱ𝜏𝑛-re

𝔼(𝑋𝑡𝟙𝐴) = 𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝑛𝟙𝐴), ahol 𝑋𝑡∧𝜏𝑛 → 𝑋𝑡∧𝜏

Ellenőrizendő: 𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝑛𝟙𝐴) → 𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝟙𝐴) és 𝑋𝑡∧𝜏 ∼ ℱ𝜏.
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𝑋𝑡∧𝜏 ∼ ℱ𝜏

Kell: 𝐻 ∈ ℬ(ℝ)-re {𝑋𝑡∧𝜏 ∈ 𝐻} ∈ ℱ𝜏, azaz

{𝑋𝑡∧𝜏 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 ≤ 𝑠} ∈ ℱ𝑠 minden 𝑠 ≥ 0 és 𝐻 ∈ ℬ(ℝ) Borel halmazra

• 𝜏𝑛 diszkrét, 𝑋𝑡∧𝜏𝑛 ∼ ℱ𝑡, minden 𝑡-re.

• 𝑋𝑡∧𝜏 = lim𝑛→∞ 𝑋𝑡∧𝜏𝑛.

• 𝑋𝑡∧𝜏 ∼ ℱ𝑡, minden 𝑡-re.

• 𝐻 ∈ ℬ(ℝ), minden 𝑠-re

{𝑋𝑡∧𝜏 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 ≤ 𝑠} = {𝑋𝑡∧𝜏 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 < 𝑠} ∪ {𝑋𝑡∧𝜏 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 = 𝑠}

= {𝑋(𝑠∧𝑡)∧𝜏 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 < 𝑠} ∪ {𝑋𝑠∧𝑡 ∈ 𝐻} ∩ {𝜏 = 𝑠} ∈ ℱ𝑠

3



𝑋𝑡∧𝜏𝑛 → 𝑋𝑡∧𝜏 𝐿1-ben

Elég megmutatni, hogy minden ε > 0-ra létezik 𝐾 úgy, hogy

sup
𝑛

𝔼(|𝑋𝑡∧𝜏𝑛|𝟙(|𝑋𝑡∧𝜏𝑛|>𝐾)) ≤ ε azaz {𝑋𝑡∧𝜏𝑛 ∶ 𝑛 ≥ 1} egyenletesen integrálható

Ekkor ugyanis

|𝑋𝑡∧𝜏|𝟙(|𝑋𝑡∧𝜏|>𝐾) ≤ lim inf|𝑋𝑡∧𝜏𝑛|𝟙(|𝑋𝑡∧𝜏𝑛|>𝐾) ⟹ 𝔼(|𝑋𝑡∧𝜏|𝟙(|𝑋𝑡∧𝜏|>𝐾)) ≤ ε

Legyen 𝑔𝐾(𝑥) = (−𝐾) ∨ 𝑥 ∧ 𝐾. 𝑔𝐾 folytonos.

𝔼(|𝑋𝑡∧𝜏 − 𝑋𝑡∧𝜏𝑛|) ≤ 2ε+ 𝔼(|𝑔𝐾(𝑋𝑡∧𝜏) − 𝑔𝐾(𝑋𝑡∧𝜏𝑛)|) ≤ 3ε ha 𝑛 elég nagy.

Ebből tetszőleges 𝐴 eseményre

|𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝟙𝐴) − 𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝑛𝟙𝐴)| ≤ 𝔼(|𝑋𝑡∧𝜏 − 𝑋𝑡∧𝜏𝑛|) → 0
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{𝔼(𝑌 | 𝒢) ∶ 𝒢 𝜎-alg.} egyenletesen integrálható, ha 𝑌 ∈ 𝐿1

• Ha 𝑍 = |𝔼(𝑌 | 𝒢)|, akkor

𝐴 = {𝑍 > 𝐾} ∈ 𝒢 és ℙ(𝐴) ≤ 𝔼(𝑍)
𝐾 ≤

𝔼(|𝑌|)
𝐾

•
𝔼(𝑍𝟙(𝑍>𝐾)) ≤ 𝔼(|𝑌|𝟙𝐴) ≤ 𝐿ℙ(𝐴) + 𝔼(|𝑌|𝟙(|𝑌|>𝐿)) ≤ 𝐿

𝐾𝔼(|𝑌|) + 𝔼(|𝑌|𝟙(|𝑌|>𝐿))

• Legyen 𝐿 olyan nagy, hogy 𝔼(|𝑌|𝟙(|𝑌|>𝐿)) < ε/2 és ezután 𝐾 olyan nagy, hogy 𝐿𝔼(|𝑌|)/𝐾 < ε/2. Ezzel a
választással

sup{𝔼(𝑍𝟙(𝑍>𝐾)) ∶ 𝑍 = |𝔼(𝑌 | 𝒢)| 𝒢 𝜎-alg.} ≤ ε
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Összefoglalás

Definíció (Megállított 𝜎-algebra)
ℱ filtráció, 𝜏 megállási idő ℱ-ben. Jelölés: ℱ∞ = 𝜎(∪𝑡≥0ℱ𝑡)

ℱ𝜏 = {𝐴 ∈ ℱ∞ ∶ ∀𝑡 ≥ 0, 𝐴 ∩ {𝜏 ≤ 𝑡} ∈ ℱ𝑡}.

Tétel
𝑋 folytonos trajektóriájú martingál, 𝜏 megállási idő az ℱ filtrációban. Ekkor 𝔼(𝑋𝑡 | ℱ𝜏) = 𝑋𝑡∧𝜏

Következmény

• Folytonos trajektóriájú martingál megállításával martingált kapunk.

• Folytonos trajektóriájú lokális martingál megállításával lokális martingált kapunk.

• Folytonos trajektóriájú lokális martingálok összege lokális martingál.

• Folytonos trajektóriájú lokális martingál megállítással korlátos martingállá tehető.

• Hasonló gondolatmenettel az is megkapható, hogy ha 𝑋 folytonos trajektóriájú szubmartingál, akkor
𝔼(𝑋𝑡 | ℱ𝜏) ≥ 𝑋𝑡∧𝜏.

• Ha 𝑋 càdlàg martingál, akkor enyhe plusz feltétel mellett az állítás igaz marad. 6



Alap lemma és következményei

Az ℱ filtráció rögzített. Minden fogalom (megállási idő, martingál, lokális martingál) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyítás később)
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, lokális martingál. Ha 𝑋 korlátos változású, akkor 𝑋 ≡ 0.

Következmény (Szemimartingál felbontás unicitása)

𝑋 = 𝑉 (1) + 𝑀 (1) = 𝑉 (2) + 𝑀 (2), ahol 𝑉 (1), 𝑉 (2) korlátos változású folyamatok és 𝑀 (1), 𝑀 (2) folytonos
trajektóriájú, nullából induló, lokális martingál. Ekkor 𝑉 (1) = 𝑉 (2) és 𝑀 (1) = 𝑀 (2).

𝑉 (1) − 𝑉 (2) = 𝑀 (2) − 𝑀 (1) nullából induló folytonos trajektóriájú, lokális martingál, ami korlátos változású,
így azonosan nulla
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Alap lemma és következményei

Az ℱ filtráció rögzített. Minden fogalom (megállási idő, martingál, lokális martingál) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyítás később)
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, lokális martingál. Ha 𝑋 korlátos változású, akkor 𝑋 ≡ 0.

Következmény (Szemimartingál felbontás unicitása)

𝑋 = 𝑉 (1) + 𝑀 (1) = 𝑉 (2) + 𝑀 (2), ahol 𝑉 (1), 𝑉 (2) korlátos változású folyamatok és 𝑀 (1), 𝑀 (2) folytonos
trajektóriájú, nullából induló, lokális martingál. Ekkor 𝑉 (1) = 𝑉 (2) és 𝑀 (1) = 𝑀 (2).

Következmény (Felbontás unicitása Itô folyamatokra)
𝑋 Itô folyamat az ℱ filtrációban,

𝑋𝑡 = 𝑋0 + ∫
𝑡

0
𝜇(1)

𝑠 𝑑𝑠 + ∫
𝑡

0
𝜎(1)

𝑠 𝑑𝐵(1)
𝑠 és 𝑋𝑡 = 𝑋0 + ∫

𝑡

0
𝜇(2)

𝑠 𝑑𝑠 + ∫
𝑡

0
𝜎(2)

𝑠 𝑑𝐵(2)
𝑠 .

Ekkor 𝜇(1) = 𝜇(2) és (𝜎(1))2 = (𝜎(2))2 𝑑𝑡 × 𝑑ℙ majdnem mindenütt és ∫𝑡
0 𝜎(1)

𝑠 𝑑𝐵(1)
𝑠 = ∫𝑡

0 𝜎(2)
𝑠 𝑑𝐵(2)

𝑠

Az

ℒ𝑋 = {𝜑 ∶ 𝜑 prog. mérhető és ∫
𝑡

0
|𝜑𝑠𝜇𝑠| + 𝜑2

𝑠𝜎2
𝑠𝑑𝑠 < ∞ m.b. minden 𝑡-re}

definícióban 𝑋 felbontása nem játszik szerepet.
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Alap lemma és következményei

Az ℱ filtráció rögzített. Minden fogalom (megállási idő, martingál, lokális martingál) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyítás később)
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, lokális martingál. Ha 𝑋 korlátos változású, akkor 𝑋 ≡ 0.

Következmény

𝑋𝑡 = 𝑋0 + ∫𝑡
0 𝜇𝑠𝑑𝑠 + ∫𝑡

0 𝜎𝑠𝑑𝐵𝑠 Itô folyamat és lokális martingál. Ekkor az időintegrál azonosan nulla, azaz
𝑋𝑡 = 𝑋0 + ∫𝑡

0 𝜎𝑠𝑑𝐵𝑠.

• 𝑀𝑡 = 𝑋𝑡 − 𝑋0 − ∫𝑡
0 𝜎𝑠𝐵𝑠 = ∫𝑡

0 𝜇𝑠𝑑𝑠,

• 𝑀 folytonos trajektóriájú, nullából induló lokális martingál.

• 𝑀 ≡ 0 és 𝑋𝑡 = 𝑋0 + ∫𝑡
0 𝜎𝑠𝑑𝐵𝑠.

Ha 𝑋 folytonos trajektóriájú lokális martingál (és Itô folyamat), akkor az 𝑋 szerinti integrállal kapott folyamat
is lokális martingál.
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Alap lemma és következményei

Az ℱ filtráció rögzített. Minden fogalom (megállási idő, martingál, lokális martingál) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyítás később)
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, lokális martingál. Ha 𝑋 korlátos változású, akkor 𝑋 ≡ 0.

Következmény
𝑋 Itô folyamat és lokális martingál. Ekkor [𝑋] az az egyetlen nullából induló, adaptált, monoton növő
folyamat, amivel (𝑋2

𝑡 − [𝑋]𝑡)𝑡≥0 folytonos trajektóriájú lokális martingál.

• 𝑋2
𝑡 − [𝑋]𝑡 = 𝑋2

0 + 2∫𝑡
0 𝑋𝑠𝑑𝑋𝑠 = 𝑋2

0 + 2∫𝑡
0 𝑋𝑠𝜎𝑠𝑑𝐵𝑠, így 𝑋2 − [𝑋] folytonos trajektóriájú lokális

martingál.

• Tegyük fel, hogy 𝑋2 − 𝑉 folytonos trajektóriájú lokális martingál, ekkor

𝑀 = (𝑋2 − [𝑋]) − (𝑋2 − 𝑉 ) = 𝑉 − [𝑋]

is folytonos trajektóriájú lokális martingál.

• Ha 𝑉 monoton nő és nullából indul, akkor 𝑀0 = 0 és 𝑀 korlátos változású, azaz 𝑀 ≡ 0 és 𝑉 = [𝑋].
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Alap lemma bizonyítása korlátos martingálra

Az ℱ filtráció rögzített. Minden fogalom (megállási idő, martingál, lokális martingál) erre vonatkozik.

Lemma
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, korlátos martingál. Ha 𝑋 korlátos változású, akkor 𝑋 ≡ 0.

• 𝑡 rögzített (𝑡(𝑛)
𝑖 ) a [0, 𝑡] végtelenül finomodó felosztássorozata.

•
𝑄𝑛 = ∑

𝑖
(𝑋𝑡(𝑛)

𝑖+1
− 𝑋𝑡(𝑛)

𝑖
)2 = ∑

𝑖
Δ2

𝑖 , 𝑄𝑛
𝑝

→ [𝑋]𝑡 = 0

• 𝑀 négyzetesen integrálható martingál, növekmények merőlegesek, azaz

𝔼(𝑄𝑛) = 𝔼(∑𝑖 Δ2
𝑖 ) = 𝔼((∑𝑖 Δ𝑖)2) − 2∑

𝑖<𝑗
𝔼(𝔼(Δ𝑖Δ𝑗 ∣ ℱ𝑡𝑗)) = 𝔼(𝑋2

𝑡 )

• Ha 𝔼(𝑄𝑛) → 0, akkor 𝔼(𝑋2
𝑡 ) = 0 és 𝑋𝑡 = 0.

• lim𝔼(𝑄𝑛) = 0-hoz elég, hogy sup𝑛 𝔼(𝑄2
𝑛) < ∞, mert

𝔼(𝑄𝑛) ≤ ε+ 𝐾ℙ(ε ≤ 𝑄𝑛 ≤ 𝐾) + 1
𝐾 sup

𝑛
𝔼(𝑄2

𝑛) ≤ 3ε, ha 𝐾 és 𝑛 elég nagy.
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sup𝑛 𝔼(𝑄2
𝑛) < ∞ I.

• 𝑋 korlátos |𝑋| ≤ 𝐾, azaz Δ2
𝑖 ≤ (2𝐾)2

•
𝑄2

𝑛 = (∑Δ2
𝑖 )2 = ∑

𝑖
Δ4

𝑖 + 2∑
𝑖<𝑗

Δ2
𝑖 Δ2

𝑗

•
∑𝑖 Δ4

𝑖 ≤ max𝑖 Δ2
𝑖 ∑𝑖 Δ2

𝑖 ≤ (2𝐾)2 ∑𝑖 Δ2
𝑖 = (2𝐾)2𝑄𝑛,

•
𝔼(∑𝑖 Δ4

𝑖 ) ≤ (2𝐾)2𝔼(𝑄𝑛) = (2𝐾)2𝔼(𝑋2
𝑡 ) ≤ 4𝐾4
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sup𝑛 𝔼(𝑄2
𝑛) < ∞ II.

• 𝑋 korlátos |𝑋| ≤ 𝐾, azaz Δ2
𝑖 ≤ (2𝐾)2

•
𝑄2

𝑛 = (∑Δ2
𝑖 )2 = ∑

𝑖
Δ4

𝑖 + 2∑
𝑖<𝑗

Δ2
𝑖 Δ2

𝑗

•
𝔼(∑𝑖 Δ4

𝑖 ) ≤ 4𝐾4.
• Ha 𝑖 < 𝑗 < 𝑘, akkor

𝔼(Δ2
𝑖 Δ𝑗Δ𝑘 ∣ ℱ𝑡𝑘) = Δ2

𝑖 Δ𝑗𝔼(Δ𝑘 | ℱ𝑡𝑘) = 0,
•

𝔼(Δ2
𝑖 ∑𝑗>𝑖 Δ2

𝑗) = 𝔼(Δ2
𝑖 (∑𝑗>𝑖 Δ2

𝑗 + 2∑𝑖<𝑗<𝑘 Δ𝑗Δ𝑘)) = 𝔼(Δ2
𝑖 (∑𝑗>𝑖 Δ𝑗)2) ≤ (2𝐾)2𝔼(Δ2

𝑖 )
•

𝔼(∑
𝑖<𝑗

Δ2
𝑖 Δ2

𝑗) = ∑
𝑖

𝔼(Δ2
𝑖 ∑

𝑗>𝑖
Δ2

𝑗) ≤ (2𝐾)2 ∑
𝑖

𝔼(Δ2
𝑖 ) = (2𝐾)2𝔼(𝑄𝑛) ≤ 4𝐾4

• Összerakva
𝔼(𝑄2

𝑛) ≤ 3 ⋅ 4𝐾4

13



Alap lemma bizonyítása

Lemma
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, lokális martingál. Ha 𝑋 korlátos változású, akkor 𝑋 ≡ 0.

• Legyen 𝜏 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ |𝑋𝑡| ≥ 1}.

• 𝑀 = 𝑋𝑡∧𝜏 korlátos martingál.

• 𝑀 korlátos változású 0 ≤ 𝑉 𝑀 ≤ 𝑉 𝑋 = 0

• 𝑀 ≡ 0.

• 𝑀𝑡 = 𝑋𝑡∧𝜏 = 0, és
0 = lim

𝑡→∞
𝑀𝑡𝟙(𝜏<∞) = lim

𝑡→∞
𝑋𝑡∧𝜏𝟙(𝜏<∞) = 𝟙(𝜏<∞)

• 𝜏 = ∞ és 𝑋 ≡ 0.

14



Lévy karakterizáció I.

Tétel
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál ℱ-ben.

𝑋 pontosan akkor Brown mozgás ℱ-ben, ha [𝑋]𝑡 = 𝑡 minden 𝑡-re.

Megjegyzés. Csak arra az esetre látjuk be, ha 𝑋 = ∑𝑗 𝑋(𝑗), ahol 𝑋(𝑗) Itô folyamat ℱ-ben 𝑖 = 1,…,𝑑.

• Brown mozgás kvadratikus variációja az idő. Csak a másik irány érdekes.

•
𝑓 ∶ ℝ𝑑+1 → ℝ 𝑓(𝑡,𝑥) = 𝑓(𝑡,𝑥1,… ,𝑥𝑑) = exp{𝑖𝛼∑𝑗𝑥𝑗 + 1

2 𝛼2𝑡}

•
𝜕𝑡𝑓 = 1

2𝛼2𝑓, 𝜕𝑥𝑗𝑓 = 𝑖𝛼𝑓, 𝜕𝑥𝑗,𝑥𝑘𝑓 = −𝛼2𝑓

• 𝑀𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑋(1)
𝑡 ,… ,𝑋(𝑑)

𝑡 ) fejlődése

𝑀𝑡 = 𝑀0+∫
𝑡

0

1
2𝛼2𝑀𝑠𝑑𝑠+

𝑑
∑
𝑗=1

∫
𝑡

0
𝑖𝛼𝑀𝑠𝑑𝑋(𝑗)

𝑠 +1
2 ∑

𝑗,𝑘
∫

𝑡

0
−𝛼2𝑀𝑠𝑑[𝑋(𝑗),𝑋(𝑘)]𝑠 = 𝑀0+

𝑑
∑
𝑗=1

∫
𝑡

0
𝑖𝛼𝑀𝑠𝑑𝑋(𝑗)

𝑠
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Lévy karakterizáció II.

Tétel
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál ℱ-ben.

𝑋 pontosan akkor Brown mozgás ℱ-ben, ha [𝑋]𝑡 = 𝑡 minden 𝑡-re.

Megjegyzés. Csak arra az esetre látjuk be, ha 𝑋 = ∑𝑗 𝑋(𝑗), ahol 𝑋(𝑗) Itô folyamat ℱ-ben 𝑖 = 1,…,𝑑.

• 𝑀𝑡 = exp{𝑖𝛼𝑋𝑡 + 𝛼2

2 𝑡}, 𝑋 = ∑𝑗 𝑋(𝑗).

• Ha [𝑋]𝑡 = 𝑡, akkor

𝑀𝑡 = 1 +
𝑑

∑
𝑗=1

∫
𝑡

0
𝑖𝛼𝑀𝑠𝑑𝑋(𝑗)

𝑠

• Ha 𝑋 lokális martingál, akkor az alap lemma miatt

𝑋𝑡 = ∫
𝑡

0
∑

𝑗
𝜇(𝑗)

𝑠 𝑑𝑠 + ∑
𝑗

∫
𝑡

0
𝜎(𝑗)

𝑠 𝑑𝐵(𝑗)
𝑠 = ∑

𝑗
∫

𝑡

0
𝜎(𝑗)

𝑠 𝑑𝐵(𝑗)
𝑠 ⟹ 𝑀 lokális martingál.
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Lévy karakterizáció III.

Tétel
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú lokális martingál ℱ-ben.

𝑋 pontosan akkor Brown mozgás ℱ-ben, ha [𝑋]𝑡 = 𝑡 minden 𝑡-re.

Emlékeztető.

Tétel (Martingál karakterizáció)
𝑋 nullából induló, folytonos trajektóriájú, ℱ–adaptált folyamat.

𝑋 pontosan akkor BM ℱ-ben, ha ∀𝛼 ∈ ℝ esetén (exp{𝑖𝛼𝑋𝑡 + 1
2 𝛼2𝑡})𝑡≥0 lokális martingál.

• 𝑀𝑡 = exp{𝑖𝛼𝑋𝑡 + 𝛼2

2 𝑡}, 𝑀 lokális martingál.
• (𝑀𝑡∧𝑇)𝑡≥0 korlátos, mert |𝑀𝑡∧𝑇| ≤ exp{ 1

2 𝛼2𝑇}
• (𝑀𝑡∧𝑇)𝑡≥0 korlátos lokális martingál, vagyis martingál.
• 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇-re

𝔼(𝑀𝑡 | ℱ𝑠) = 𝔼(𝑀𝑡∧𝑇 | ℱ𝑠) = 𝑀𝑠∧𝑇 = 𝑀𝑠

• 𝑀 martingál, tetszőleges 𝛼 esetén, azaz 𝑋 Brown mozgás.
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Tükrözési elv

Tétel
𝐵 Brown mozgás, 𝜏 megállási idő ℱ-ben. 𝑋𝑡 = 𝐵𝑡∧𝜏 − (𝐵𝑡 − 𝐵𝑡∧𝜏) = 2𝐵𝑡∧𝜏 − 𝐵𝑡.

𝑋 Brown mozgás ℱ-ben.

•

𝐵𝑡∧𝜏 = ∫
𝑡

0
𝟙(𝑠≤𝜏)𝑑𝐵𝑠

•

𝑋𝑡 = ∫
𝑡

0
2𝟙(𝑠≤𝜏) − 1𝑑𝐵𝑠

•

[𝑋]𝑡 = ∫
𝑡

0
(2𝟙(𝑠≤𝜏) − 1)2𝑑𝑠 = 𝑡

• Azaz 𝑋 nullából, induló folytonos trajektóriájú lokális martingál, [𝑋]𝑡 = 𝑡.

• Lévy karakterizáció alapján 𝑋 Brown mozgás.
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Futó maximum eloszlása tükrözési elvvel

Állítás

𝐵 Brown mozgás, 𝑆𝑡 = max𝑢≤𝑡 𝐵𝑢. Ekkor 𝑆𝑡
𝑑= |𝐵𝑡|.

• Legyen 𝑦 > 0 és 𝜏 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ 𝐵𝑡 = 𝑦}, 𝑋𝑡 = 2𝐵𝑡∧𝜏 − 𝐵𝑡.

• 𝜏 megállási idő, 𝑋 Brown mozgás a tükrözési elv alapján.

• 𝑡 > 0
{𝑆𝑡 ≥ 𝑦} = {𝜏 ≤ 𝑡} = {𝜏 ≤ 𝑡, 𝐵𝑡 ≥ 𝑦} ∪ {𝜏 ≤ 𝑡, 𝐵𝑡 ≤ 𝑦}

•
{𝜏 ≤ 𝑡, 𝐵𝑡 ≥ 𝑦} = {𝐵𝑡 ≥ 𝑦}

•
{𝜏 ≤ 𝑡, 𝐵𝑡 ≤ 𝑦} = {𝜏 ≤ 𝑡, 2𝑦 − 𝐵𝑡 ≥ 𝑦} = {𝜏 ≤ 𝑡, 𝑋𝑡 ≥ 𝑦} = {𝑋𝑡 ≥ 𝑦}

•
ℙ(𝑆𝑡 ≥ 𝑦) = ℙ(𝐵𝑡 ≥ 𝑦) + ℙ(𝑋𝑡 ≥ 𝑦) = 2ℙ(𝐵𝑡 ≥ 𝑦) = ℙ(|𝐵𝑡| ≥ 𝑦)
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