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Opcionalis mintavétel, diszkrét megallasi idére (Ismétlés)

Tétel (Opcionalis mintavétel)
X folytonos trajektdridju martingal, T megalldsi idé. ERRor E(X; | T ;) = X5,

+ Elnevezés: T diszkrét, ha véges sok lehetséges értéke van.
cTe{tg<t; << t, <oo}

AcT, = Vi, An{r=t}eTF,
Ugyanis
AeF, = An{r=t}=An{r <t} (U, An{r <t;}) e F,,
és ha a feltétel teljesiil, akkor
An{r <t} =U,aAN{T=t}€F,;
« Mérhetéség. Kell X;,, ~ F .. Az el6z6 pont szerint elég, hogy
{Xin-e Hyn{r=t;} ={Xy, c H} N {7 =t;} € T,
« Parcialis atlagolas. A € F .

[E(Xt:ﬂ-A) = Z[E(Xt]lAﬂ{T:t } Z[E Xf ‘ 3—1‘ ]lAm{r t; }) (ﬂ-AZiXtAtq]l(T:ti)) = [E(Xtm—ﬂA)



Opcionalis mintavétel, ltalanos megallasi id6re (Ismétlés)

Tétel (Opcionalis mintavétel)
X folytonos trajektdridju martingal, T megalldsi idé. ERRor E(X; | T ;) = X5,

T = kQLnl haTE[%1%)11":0717""7&”71
n -
00 T>n

« 1, diszkrét megallasi id6. Ehhez elég, hogy

o=k} ={r<) (r<k}eFu

de
{r<t}=U,{r<t—21}eF, mindent-re.

Otlet. 7 <7, 7, \y 7, ezért tetszéleges A€ F . C F, -re
[E(Xt]lA) = [E(Xt/\‘rn]lA)f ahol Xt/\r,, - Xt/\ﬂ'
Ellendrizendd: E(Xyp,, T4) — E(Xip 14) és Xypr~ T



Kel: H € B(R)-re {X;\,€ H} € F , azaz

{Xins€ HyN{r <s}€F, mindens>0és H € B(R) Borel halmazra

* 7, diszkrét, Xy, ~ F,, minden t-re.
© Xinr =limy, 500 Xinr,-
* Xipnr ~ T4, minden t-re.

+ H € B(R), minden s-re

{Xin-€ HYN{r <s} ={Xip, € H} N {7 <s}U{X;\, € H} N {7 =5}
={Xemnr EHIN{T <s}U{X,p€HIN{T=5}€F,



Xinr, = Xipr L'-ben

Elég megmutatni, hogy minden € > 0-ra létezik K Ggy, hogy

sup E(| X¢nr, 1(\X1/\T,,L\>K)) <e azaz {X,,, :n>1} egyenletesen integralhatd
Ekkor ugyanis
[ XinrlLx, > 5) < Bminf| Xonr [Lx,,, 550 = E(IXinrlLix,.,>K) <€
Legyen gi(z) = (—K) Vx A K. gi folytonos.
E(| Xinr — Xinr, |) < 26 + E(|gr(Xinr) — 9x(Xinr,)]) < 3 han elég nagy.

Ebbdl tetsz6leges A eseményre

|E(XtrrLa) — E(Xear, 1)l S E(|Xinr — Xinr,

)—0



{E(Y

9)

: G o-alg.} egyenletesen integralhaté, haY € L!

+ HaZ =|E(Y|G)|, akkor

A={zZ>K}eg ¢ P(ay< 2D LEHM)

E(Z1(z>k)) S E([Y14) < LP(A) + E(YL(ys1)) < ]A([E(M) +E(JY1Lgy> 1))

- Legyen L olyan nagy, hogy E(|Y]1y>1)) < &/2 és ezutan K olyan nagy, hogy LE(|Y])/K < ¢/2. Ezzela

valasztassal
sup{E(Z1(z-k)) : Z=|E(Y]G)| Go-alg} <e



Osszefoglalas

Definicié (Megallitott o-algebra)
F filtrdcié, T megalldsi idé F -ben. Jeldlés: F o, = o(Uy=0F +)

F,={AecF :Vt>0, An{r <t} € F,;}.

Tétel
X folytonos trajektdridju martingal, T megdlldsi idé az 7 filtrdcioban. ERRor E(X,; | F ) = X,
Kovetkezmény

« Folytonos trajektéridju martingdl megallitdésaval martingdlt kapunk.

« Folytonos trajektoridju lokdlis martingdl megadllitdsdval lokdlis martingdlt kapunk.

« Folytonos trajektéridju lokdlis martingdlok 6sszege lokdlis martingdl.

« Folytonos trajektoridju lokdlis martingdl megallitdssal korldtos martingdlla tehetd.

E(X,|F7) > Xonr
+ Ha X cadlag martingdl, akkor enyhe plusz feltétel mellett az allitds igaz marad. 7



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtraci6 rogzitett. Minden fogalom (megalldsi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.
Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)

K6vetkezmény (Szemimartingal felbontas unicitasa)
X=VO 4+ MO =y 4 M2 ahol V1), V2 korldtos vdltozdsi folyamatok és M), M2 folytonos
trajektéridju, nulldbdl induld, lokdlis martingdl. ERkor V(1) = V' (2) és M) = M(2),

igy azonosan nulla



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.
Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)

X nulldbdl indulé, folytonos trajektoridju, lokdlis martingdl. Ha X korldtos vdltozdsu, akkor X = 0.

Kovetkezmény (Szemimartingal felbontas unicitasa)
X=VO 4+ MO =V 4 M2 ahol VIV, V2 korldtos vdltozdsu folyamatok és ML), M2 folytonos
trajektéridju, nulldbdl induld, lokdlis martingdl. ERkor V(1) = 1V (2) és M1 = pf(2),

K6vetkezmény (Felbontas unicitasa It6 folyamatokra)
X It6 folyamat az F filtracidban,

t t R t v,
X, = Xo+ / pMds + / oMdBY és X, = Xo+ / pPds + / aPdBP.
0 0 0 0

Ekkor V) = ;i) és (o'V))2 = (02))2 di x dP majdnem mindeniitt és [ oMdBM = IS o @dB?
Az ,
LX ={p : ¢ prog. mérhet6 és / |pstts| + p202ds < oo m.b. minden t-re}
0

definicioban X felbontasa nem jatszik szerepet.



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtraci6 rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)

ez

Kovetkezmény
X, = Xo+ [ psds+ [ 0,dB, Ité folyamat és . Ekkor az idéintegrdl azonosan nulla, azaz
X;=Xo+ [ 0,dB,.

« My=X,—Xo— [ 0,Bs = [ p,ds,
« M folytonos trajektoriaju, nullabol induld lokalis martingal.
* M=06ésX,=X,+ [ 0,dB,.

Ha X folytonos trajektdridju lokalis martingal (és It6 folyamat), akkor az X szerinti integréllal kapott folyamat
is lokalis martingal.



Alap lemma és kovetkezményei

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma (Alap lemma, bizonyitas késébb)
X nullabdl indulé, folytonos trajektoridju, lokdlis martingdl. Ha X korldtos vdltozdsu, akkor X = 0.

Kovetkezmény
X It6 folyamat és lokdlis martingdl. ERRor [ X az az egyetlen nulldbél induld, adaptdlt, monoton n6vé

folyamat, amivel X2 [XT;)¢=0 folytonos trajektéridju lokdlis martingdl.

c X2—[X],=X2+ 2]; X, dX,=X2+ 21('; X,0,dB;, igy X? — [X] folytonos trajektériaja lokalis
martingal.
- Tegylik fel, hogy X2 — Vfolytonos trajektdriaju lokalis martingal, ekkor
M= (X2 [X]) - (X2~ V) =V — [X]

is folytonos trajektériaja lokalis martingal.

+ Ha V'monoton né és nullabdl indul, akkor My = 0 és M korlatos valtozast, azaz M =0 és V = [X].



Alap lemma bizonyitasa korlatos martingalra

Az F filtracio rogzitett. Minden fogalom (megallasi id6, martingal, lokalis martingal) erre vonatkozik.

Lemma
X nulldbdl indulé, folytonos trajektoridju, Rorlatos martingdl. Ha X korldtos valtozdsu, akkor X = 0.

- t rogzitett (tg"’)) a [0,t] végteleniil finomodé felosztassorozata.

Qn = Z(Xf,[ﬂl t”’ ZAQ Qn =1()

K2
« M négyzetesen integralhatdé martingal, novekmények merolegesek, azaz

E(Qn) =E(3;A2) =E((Z —2) E(E(AA;] F4)) = E(X?)

i<j
+ Ha E(Q,,) — 0, akkor E(X?) =0 és X, = 0.
+ limE(Q,,) = 0-hoz elég, hogy sup,, E(Q2) < oo, mert

E(Qn) <e+KPe<Q,<K)+ ?sup E(Q%) <3e, haK ésn elégnagy.



sup, E(Q2) < ool

+ X korlatos | X| < K, azaz AZ? < (2K)?

Qu=0Q_ A=) Af+2) A

i<j

Y, A% < max; A2Y A2 < (2K)2 Y, A2 = (2K)%Q,,

E(Y,AY) < (2K)2E(Q,) = (2K)2E(X2) < 4K*



sup,,

E(Q2) < ool

+ X korlatos | X| < K, azaz A? < (2K)?

=00 _ay LZNHZA?A?

i<j

E(Y, A%) 4K

- Hai < j <k, akkor

E(ATA;AL | Fo) = AAE(AL | F4,) =0,
[E(A? Z]’>i A?) - [E(A?(ij' A? + 2Zi<j<kA Ak)) (A2(Zj>i Aj)z) < (QK)2[E(A?>

E (Z A§A§> Z E <A2 > A2> <(2K)?) E(A?) = (2K)%E(Qn) < 4K*

1<j 7>1

+ Osszerakva

E(Q2) < 3-4K*



Alap lemma bizonyitasa

Lemma

e

- Legyen 7 =inf{t >0 : |X,| >1}.
« M = X, korlatos martingal.
+ M korlatos valtozasti 0 < VM < VX =0
- M=0.
- M,=X,,,=0,és
0= lim M1 7co0) = Hm Xynrl(7co0) = Lircoo)

s T=006és X =0.



Lévy karakterizacio I.

Tétel

e

X pontosan akkor Brown mozgds 7 -ben, ha [X|, = t minden t-re.

Megjegyzés. Csak arra az esetre latjuk be, ha X = Zj X, ahol XU It folyamat F-beni=1,...,d.

fiRAFL SR f(t,z) = f(t,xq,. —exp{mz x;+ za t}

3tf——a2f Op,f =iaf, Op, 2 f=—0f
- M= f(t, X, XD) fejlédése

t d t d t R
M, = My+ /O %QZMS(L%; /0 iaM,dX9 4 %Z}; / —a2M,d[XW), X¥] = MO+; /0 iaM,dx"



Lévy karakterizacio II.

Tétel

X pontosan akkor Brown mozgds F -ben, ha [X|, = t minden t-re.

Megjegyzés. Csak arra az esetre latjuk be, ha X =~ X ), ahol X |t folyamat F-beni=1,...,d.

- M, = exp{iOth + %t}, X = ZjX(j).
+ Ha [X], =t, akkor

M=1+3 / ioMdXy
=10

+ Ha X lokdlis martingdl, akkor az alap lemma miatt

t . t . . t 5 o
X, = / uds + / oPdBY = / oPdBY = M lokalis martingal.
Y R R



Lévy karakterizacio lIl.
Tétel
X nulldbdl indulé, folytonos trajektoridju lokdlis martingdl F -ben.

X pontosan akkor Brown mozgds & -ben, ha [X]; = ¢ minden t-re.

Emlékeztetd.

Tétel (Martingal karakterizacio)

X pontosan akkor BM F -ben, ha Vo € R esetén (exp{iaX, + $a%t}),-o martingdl.
- M, = exp{iaXt + %f} M lokalis martingal.
* (Myn7)¢0 korlétos, mert | My, 7| < exp{ 32T}

 (M;,7)¢>0 korlatos lokalis martingal, vagyis martingal.
cs<t<Tre

E(M,; | F ) = E(Myr| F ) = Mypr= M,
« M martingal, tetsz6leges a esetén, azaz X Brown mozgas.



Tétel
B Brown mozgds, T megdlldsi id6 & -ben. X, = By, — (B; — Bip,) = 2Byr, — By

X Brown mozgds F -ben.

it
Bt/\T:/ ]1(s§‘r)st
0
ot
XL:/ 21, — 1dB,
JO

t
[)qt = / (2]].(S§7.) e 1)2d8 =
0

« Lévy karakterizacio alapjan X Brown mozgas.



Futé maximum eloszlasa tiikrozési elvvel

Allitas

p 1
B Brown mozgds, S, = max, -, B,,. Ekkor S, = | B,].

« Llegyeny >0és7=inf{t >0 : B, =y}, X, =2B;,,— B,.
+ 7megallasi id6, X Brown mozgds a tiikrozési elv alapjan.
< t>0
{Si >yt ={r <t} ={r<t, By >y} U{r <t, B, <y}
{r<t,B,>y}t={B, >y}

{r<t,B,<y}={r<t,2y—B, >y} ={r<t, X, >y} ={X, >y}

P(S;2y)=P(B,2y) +P(X, 2 y) =2P(B, 2 y) =P(|B| =2 )



