Sztochasztikus folyamatok el6adas

2025.03.20.



1t6 folyamat

Definicid
F filtrdcié. Egy X folyamatot It6 folyamatnak hivunk (az F filtrdcidra nézve), ha X, ~ F, és léteznek

« u, o progresszivan mérhetd folyamatok, melyekre fot|us\ + 02ds < oo egy valészinliséggel minden
t > 0-ra, valamint

+ B Brown mozgds az F filtraciéban

tgy, hogy .

¢ t
Xt:X0+/ ,usder/ o,dBy
0 ()

Példak.

« X, =t,azaz X azid6 (X =0,u=1,0=0),
+ B Brown mozgas F -ben X, = B,

-+ Sy = Spexp{(r—o?/2)t +0B;}, So ~ Ty
« f:]0,00) xR R, feCl2 X, = f(t,B,)



Integral It6 folyamat szerint

Definicid
X 1t6 folyamat (X, = Xo + [ psds + [ 0,dBy).

i
L(X)={¢ : @ progressziven mérheté és/ lou| + 9?02 < oo m.b. mindent t > 0-ra}
o

* Ha ¢ € £(X), akkor
t t
If(@):/ sﬂsusder/ ps05dB;
0 Jo

t
/ 0udX,
0

Hagyomdnyos jelolés:

o = IX(p) linedris;
ha 7 megallasi id6, akkor ;X () = IX(¢1[g ).



Integral It6 folyamat szerint

X 1t6 folyamat
t t
Xt=X0+/ /Lsd8+/ o,dB,
Jo Jo

o™ e £(X) és

t . o - 9
/ sl + o2 (pM)2ds B0 = IX(p™) D0
0

Masképp fogalmazva ¢, (™) € £(X) és

& n b (n P b
/|us<sos—soi>>|+afws—¢i>>2ds»o — X)) D IX(p)
0

Allitas (Dominalt konvergencia tétel)

0™ p € L(X), p™) — ¢ dt x dP majdnem mindeniitt és sup, |o\™)| € £(X). Ekkor IX (™)) 5 IX ().



Integral It6 folyamat szerint

* Legyen { ~ F g, 0 = €5 o0)- Ekkorap€£(X)

[i((p) g:ﬂ. s<u) N/udu+ §l(s§u)gudBu
JO

= 5(/(]* ]l(séu):uudu + '[t ]1(sgu)0'udBu) = f(Xz - Xt/\s)
=300 b Pt ~ T Pl egyszerd. Ekkor p € £(X) és
]X Z@t Xt/\tL 1 Xtm: )-
+ Megmutathaté, hogy ha ¢ € £(X), akkor létezik (™) egyszeriiekbél &llé sorozat, amire
/t\us(sﬁs — )|+ 02(p, —plV)2ds 50 WE>0
0

és igy
IX(p) = p-im X (™)
n—oo
+ X felbontaséban o és B nem egyértelmii, de kés6bb kiszamoljuk, hogy y és o2 igen. Azaz a definialt
integral, nem fiigg X felbontasatol.



Integral kiszamitasa

Lemma
 folytonos trajektoridju adaptalt, X It6 folyamat

IX(@) =plim "¢ (Xp = Xp1)
7
Legyen o, (u) = £, ha L <u < ZL. Ezzel ajel6léssel
=) @sls m)=gpoo,
7

nt
[ onuiX = T () = I¥ (o0, =304 (Kinss = Xiny)
JO

és  folytonossaga miatt

't
/ |Ns Ps 991:7" s))' + 03(505 995 (s) ) ds < (Suphﬁs (190,,(5)‘ + bgl?(@s - 990,,(5))2) |N’s‘ + O—gds —0
RS JO



1t6 formula Ito folyamatra

Legyen f : R — R C? fiiggvény, X It6 folyamat. t; =t A -
f(Xt) - f(XO) = Zf(Xti,J - f(Xti) =
l i
=3 P (Ko, — X2, = S XK sp =Xpg) B [ 1K),
5 o
+ % Z TN X ) (X, — Xti)z
+ 27'(Xt17Xti,1 )(XtH1 - Xt1)2

ahol .
r(z,y) = / / (@ +v(y —2)) — £ (z)dvdu

A hibatagok 6sszege limeszben eltlinik, ha > (X,

.., — X;,)? sztochasztikusan konvergens, amint a felosztas



Kvadratikus variacio

Definicié (Emlékeztetd)
X folyamat, a [ X| folyamat az X kvadratikus varidcidja, ha tetszéleges t esetén a [0, t| minden végteleniil
finomodé (t7)’", felosztds sorozatdra

X|; =p-li Xin  —Xyn)?
(XT: EHIOI?Z( HE ti)

Példak
+ A Brown mozgéasnak létezik kvadratikus variacidja [B]; = t.

+ X, =t, ekkor [X]; = 0 minden ¢-re.

Z(ti+l —t;)% <t-max(t —t;)

P

c Ha X, = fot 1eds, akkor [X] =0

t
Z(Xt7'+l 7Xfy,>2 = / ‘Mslds ’ Hl-aX|Xt7'+1 - Xt'r'
Jo g )

1



Korlatos valtozasu folyamat kvadratikus variacioja

Definici6é

V,=VX= supZ\XtM —X;,| <oo  egyvaldsziniiséggel
7
ahol a szuprémumot [0, t] felosztdsaira vessziik.

Allitas
X folytonos trajektéridju, Rorldtos vdltozdsu. ERkor [X] = 0.

* (t;) [0,t] felosztasa

Z(Xt,l —-X;,)? < m;@X‘XtM — Xl §:|XtHl — X, | < VtXm?X\Xtm — X

(2

« Trajektériak folytonossaga fontos. NV Poisson folyamat. N € FV. [N] = N.



Brown mozgas totalis variacioja

Allitas
B Brown mozgds. ERRor minden t > 0-ra

sup I, , By =0
i

ahol a szuprémumot a [0, ] (t;) felosztdsaira vessziik.

Allitas



1to folyamat kvadratikus variacioja

lf\llités

,,,,,

+ (¢;) a[0,¢] felosztdsa o(u) =t;, haw € [t;,t;.1)-

t 4
Z:(X,‘“1 X, )2 —=([X]e, ., —[X] ):2/(X7,,7X(,(u~))dX7,[HO ha a felosztas végteleniil finomodik
0

¢



Integral kvadratikus variacio szerint

Tegyiik fel, hogy X-nek létezik kvadratikus variacioja

< [X]o=
« s <t-re[X], <[X];

+ Ha ¢ folytonos trajektoriaju, akkor

G
/U@Sd[X]S:JLHQCZ%?qX]” —[X]i») (Riemann-Stieltjes integral)

i+1

ahol (1) a [0,] végteleniil finomodo felosztassorozata.



1t6 formula

Legyen f : R — R C? fiiggvény, X It6 folyamat. t; =t A *

f(Xt) - f(Xo) = Z f(Xt,M) - f(XtL) =

SIS SR (FEE AT
+ % Zfﬁ(Xti)(Xti-l —X,)? 5 %/ 17X s (Riemann-Stieltjes integral)

p
+ ZT(XWX%“)(X,&’H - Xti)2 —0

ahol

1
r(z,y) = / | * P+ oy — ) — £ (@) dvdu



1to korrekcios tag

Z.f”(th)(Xti-leti)zz _ f”(th)((XtM*th)zf([X]tHr[Xhi)HZf”(XtJ([Xhm*[X]t)

-

cti=tALo,(u)=2%hal<u<t

3|

Z f”<Xt1v)((XtH1 - Xt1)2 - ([X}f,i,] - [X]tq)) = Z.f”(Xf,i)Q £t<Xu - th-)]l(tiguam)qu

&
” p
:2/ f (Xon(u))(X'u_Xon(u))qu_>0
0

Ugyanis
wu = maxlf”(Xv)‘ . 2m<aX‘Xv|

v<u

folyamatra ¢ folytonos trajektdriaju, adaptalt, azaz ¢» € £(X) és dominalja az integrandust, ami
pontonként nullahoz tart.

Zf//(Xti)([X]ti—l - [X]t7) - /O.t f//(Xé)d[X]b

i



1to formula, Ito folyamatra 6sszefoglalas

Tétel
X Ité folyamat, f: R — R f € C2. Ekkor

F(X0) = F(Xo) + /f Jax, + 1 /f”( JdIX],

Célok:

+ [X] csak X lokalis martingal részétél fiigg.
+ [X] kiszamitasa a

-t it
X, = X(]—i-/ ,usds—i-/ o,dBy
0 Jo

felirashol.



Zarojel folyamat

Definicio
X,Y folyamat, a [X,Y] folyamat az X és Y zdrojele, ha tetszéleges t esetén a [0, | minden végteleniil
finomodo (t7)7", felosztds sorozatdra

[X, Y], = Ir)l‘_l};n Z(Xtyﬂ - ti)(yz;“+1 - Yt;?)
7

[X, X] = [X]
Auitas
Ha [X], [Y] létezik, és [Y] =0, akkor [ X, Y] =0¢és [X + Y] = [X].

Cauchy-Schwarz egyenlétlenség.

. P
D " (Ker, = Xep) Vi, =Y )P <D (Ko, = Xin)? D (Vi = Vi)* =0

) i

(A(X +Y))% = (AX)? + (AY)2 + 2AXAY



1to folyamat kvadratikus variacioja

t t
X, = Xo+ / prods + / 0. dB, =V, + M,,
0 0

ahol
't

ot A
V= Xo+ / peds, M, = / 0,dB,
JO

JO

V=0, = [X]=[M]

......

nem jarul hozza.



1to folyamatok zarojele

Allitas (Parcialis integralas)
Ha X, Y It6 folyamatok, akkor létezik az [ X, Y] zdrdjel folyamat és

t t
[X, Y], = (XY), — (XY)o - / X,dY, - / Y.dX,
0 0

(Xe = X,) (Ve = Y5) = (XY)y — (XY), — X, (Y, = ¥,) — Vo (X, — X))

[

(thXs)(Y;tfys)7([X7Y]t7[X>Y}s):/0 ﬂ(s§u<tj<Xu XS)(]YU+/0 ]l(s<u<ﬁ<y Y>dX

X t s ( t
X, Y] — [X,Y], = (XY), — (XY), /XudY Y,dX,

+ (t;) a[0,t] felosztasa o(u) =t;, ha u € [t;,t;,1). Ha a felosztas végteleniil finomodik:

S (X, —Xe) (Y, —Ye) = (X, Vs, —[X, Y],) = /‘t<Xu—Xa<u>>dYu+ / (Yu—You)dX, 50

7 Jo 0



Integral zarojel folyamat szerint

Tegyiik fel, hogy X, Y'Ito folyamat.

: [va}o =0
C X, Y], = (X + Y] — [X] — [Y]), azaz [X, Y] € FV.

+ Ha ¢ folytonos trajektdridju, akkor
G
/0 PudlX, Y]y = iz 3" 0 ([X, Vg, = [X, V)
1

ahol (1) a [0, ] végteleniil finomodo felosztassorozata.



1t6 formula tobb dimenzios It6 folyamatra

Tétel
X = (XD, ..., X)) d-dimenziés It6 folyamat, f : R* — R f € C2 ERkor

¢ ! ! (£)
X,) = f(Xo) + B f)(X,)d X! G Ld[X®), x0],
F(X,) = £(Xo) ,;/o“f)( ) W/ e f)(X0)d] 1

Rovidebb jelolés

F(X,) = £(Xo) /f’ )-dX,+ 1 /f”( J)-d[X],

Itt f/(X,) vektor értékd, f/(X,)-dX, = Zk(akf)(Xs)dX§k> a ,skalaris szorzat”

Hasonldan f”(X,), [X] d x d matrix érték(, és

d
3 (Bref)(X,)d[X ), XO),

k=1

[X}k,[ — [X(k)7X(l>]7 f//



1t6 formula tobb dimenzios It6 folyamatra

Tétel
X = (XD, ..., X)) d-dimenziés It6 folyamat, f : R* — R f € C2 ERkor

d t d t
560 = 150) + 30 [ @ +3 32 [0 (X)dx®, x0)

k,0=1

Had =2, Xél) =%, Xf@ = By, akkor lényegében visszakapjuk a Brown mozgasra vonatkozé formulat.

[X], = (8 f)

20



1t6 formula (bizonyitas vazlat)

t; =LAt
FX) = £ = 31X, ) = SX,)
o(u) = fo+uly—)), fly)—f(z)= / / (u) — g" (0)dudv
0 0

F(X) = F(X) = F/(Xe) (X — X5) + 5 (X — X)) T (X)) (X — X ) + (X, — X ) Tr( X, Xo) (X — X,)

21



1t6 formula (bizonyitas vazlat)

IRV CORDWEIEVED
(k) P 9 (k)
—x®) EA /Ouf)( dX!

_Zzaﬁ Xt
k

I ICHEE L CHERE OIS

] _ x®yx® _x@) P
+ZZW X Xe )XY =X (X)) - X)) =0

22



1to formula, Ito korrekcios tag

' ha

7
n

cti=tAL o,(u)=

Sl
3

Zax FENXP - x )X - XE) - ((x®, x0),

i biv1 t;

t
3 G (£ ¥4 0) (k) P,
/’mwﬂX;NMMXﬁ%—XSLdeL%+/e%jﬂxyﬂwxxaﬁ—xgyydxz)ao
| o | ‘

t
3 00l (KXW, X0, — [X0,X0],) B [0, 7(X,)a[x®, x0)
7 i+1 23 o ’ u

23



1to formula, hiba tag

sz X X )X — X (x1 - x19)

ahol

ri () / / B ef (@ +0(y — ) — By of () dudu

(k (k ¥4 4
3 re(Xe Xe, )XE, = XY (X0 - x9)
&

tita tita

k) k l) (£)
< max|ry o Xy, X, )2 Y (X — X,ﬁj)?Z(xgm -X")2 >0

2%



Zarojel kiszamitasa

Lemma
Ha X, Y'It6 folyamatok és X, = [ o,dB,, akkor

x¥= [ 0 d[B, Y],

Kovetkezmény
X, =Xo+ [ psds+ |/ 0,dB,. Ekkor

t
[X]t:/ o2ds
o

25



[X,Y],ha X = I(y) és ¢ egyszertii

C =210 Pel i X = 1(9):

+ Y'It6 folyamat
X,Y|,=p-l (X —Xw)Y.m —Yn
[ ]t I?l—}oI(I:lZ §+1 Sf’/ )( s(ﬁl Sj )

ahol (5(7”>) a [0,¢] végteleniil finomodo felosztassorozata.

« Feltehetd, hogy t, =t és {tg,...,t,} C { (n) gln) } minden n-re.

S (K o = X) ey =Yy Zw > (B — Bl —Y,e)

~ +1
j J 7 J

L Zm&ml ~(B.Y1) = [ BV,

26



[X,Y],haX =1I(p)éspeES

() egyszerii integrandusokbol 4ll6 (gyorsan) kézelité sorozat o-hez.

« X = J(p), X(n) 5 X egy valészinlséggel lokalisan egyenletesen.

XY, / oMd[B,Y], 5 [ ©ud[B,Y], késébb

JO
t t
X(n / Xu,n dY'U, / Yruspu ’u, i (Xy)t_/ Xudeu_/ Ytu,tpudB’u, = [X7Y]t
o JO JO

Ugyanis
ot "t .
Y2(pu— oi”)2du < sup V2 / (u— 9)2du 50

Jo ust Jo
és

. 2
sup| X" — X, (eX)2du — 0

u<t

i
— 0 miatt /‘Xff') X,
0

|l"LU’ + ‘Xl(l’n) X’U,

27



