Sztochasztikus folyamatok el6adas
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1t6 formula

feCl2tn=tAL.
f(t Bt O BO Zf i+10 z"” f(tglvBt;L)

t
- Z(alf)(t;ivBt;’n)(t;ll _t;]) - <61f>(8,B5)d8
i JO
p € o
+ Z(azf)(t?»Bt;')(Bt;;l — By») - / (02f)(s, B;)dB
i o
+1 Z(agf)(t?, Bin)(Bin | — Bt?)2 " 1td korrekciés tag=?
+ Z"'(t?-, Bt;LaBt;ﬁH)(Bt;ﬁH - Bt;L)z 50

- Az els6 tagban o, = (8, f)(s, B) folytonos trajektoriaja, o™ = 3. (9, f) (¢
a [0,¢]-n egyenletesen (egy valdsziniiséggel).

+ A masodik taghan az integral kiszamitasara szolgaldé formuldt hasznaltuk: ¢, = (0of)(s, B,).

+ Az utolsé sorban, a hibatagok dsszege nullahoz tart.

Bin )Ljgn in | o™ 5

‘1,3



1to korrekcios tag

Allitas
 folytonos trajektoridju. ERRor ﬁ @sds =p-lim,, o >, @i (Bypin — Byni)2
. 5 Z

s = (022 f) (s, B,) valasztassal kapjuk, az Ito korrekcios tagot.
- i =t A L jel6léssel elég, hogy

t
I:L;hor?z P <(Bt?<1 — Bt’:l)2 — (8 — t?)) =0, mert Z Pen (7 —t7) = /0 psds

[



1to korrekcios tag

c0<s<t

(B, — B,)? = B} — B — 2B,(B, — B)

t
t=B2—2 / B,dB,
o
S
s=B? —2/ B,dB,
Jo
t "
(B,—B,)?— (t—s) :2/ B,dB, —2B,(B, — B,) = 2/ (B, — B.)dB,
JSs JSs
- 0,(u) =i/n, ha L <u < 2L, folytonos, adaptalt.

i+1 t
§ @tb((BtHI - Btﬁ) 1+1 _f § P, / B - Ba”(u))dBu = 2/ @U,L(u)(Bu - Ban(u))dBu
i 0

+ Szkorohod egyenlétlenség alapjan:

¢ » t »
/ o2 () (B —B, w)%du <rnax<,9 / (Bu—By,(w)%du—0 = | Vo, w) (Bu—Bs, (v))dB, — 0.
o



) = 1(§pls o)), ha § ~ F . Részletesebben

&~ F s korlatos, o =" 0Lt t00) egyszerli és p = L[5 00)-

- Feltehetd, hogy t; > s minden i-re.

« Ly is egyszer(

EL(p) = §Z Sot,(Bt/\t,+l - Btm,) = Z(f‘rQ)t,,(Bmt,H - Bt/\tq,) = ](5‘:0)

K3

pEe L" Y= 50]1[5,00)

(") egyszer(, j(')t(aps — pM)2ds %0, ekkor ]g(f% —&pM)2ds L 0 szintén teljesiil.
<ol =M1 ) feltehetd, mert ez is jo kzelits sorozat.
- EL(p) = lim &L (™) = lim I;(€p™) = T(€p)

£~ F , tetszéleges, p = @l o) € L.

rt
p . g
4 (El(g<r)Pu—Epu)?du =0 = L(§p) = Aim [ (ELe<pyp) = lim Elecr) li(p) = EL(p)



1to formula 6sszefoglalas

feCl2tn=tAL.
f(¢,B,) = f(0,Bo) = Zf t2 1 Bin ) = f(t7, Byn)

= S @)t 1 By )y — £2) - /0 “(01)(s, BL)ds
+Z 02f)(t2, Byy) By, — Byy) =t [(azfxs,Bs)st
+13°60) Bo,~Be? 5[ @n6Bs
+ (2, By By ) (Biy,, — Biy)? %0

Tétel
B Brown mozgds az ¥ filtrdciéban, f € C1:2. ERRor

t t
f(tBt):f(OaBO)+/0 (ft“'%fzz)(&Bs)dé—i_/o fx(57Bs)dB



Exponencialis martingal fejlédése

« M, = exp{)\Bt — )‘;t}
Ekkor M, = f(t, B;), ahol f(t,z) = eAT—A%t/2,

ft:_/\?va .f.’L':)\f7 f:L'.’L':>\2f7 ft+%ﬁE(I::0

t t
AI)‘ = f(ta Bt) = f(07B0) +/ (ft + %f:x;:l:)(szs)dS +/ f1(57Bs)st
0 0
&
-1+ / AM,dB,
JO
+ AM € 8, ugyanis

t
E(M2) = E(eXABomVs) = X, /O E(A2M2)ds < oo, Vt>0



Szintelérési id6 Laplace transzformaltja

- M, = exp{)\Bt = A;t}, 7 megallsi idé.
« M;=1+L,(AM),igy My, =1+ I,(AM1g ;) és ((Myn,)ss0 martingdl AM 1, , € S).
ca>0,7=m,=inf{t>0: B, =a}

2
1= E(Mp) = E(Myy,) = [E(exp{/\Bt/\T— %t A T}>
+ 7 < oo egy valészinliséggel
. A2 _ L Pt
flgglc exp{)\BMT— 71‘ A T} = exp{/\BT— 77’} = exp{)\a 77’}
cA>0 = M, <e®
_az L ) P
e*a[E<e > ) = E(lim M,,) = Jim E(My,,) =1,

a= %Q,azaz A=4+vV2a, A >0
E(efrm') — [(67(X7ILG) —e @ 2



Driftes Brown mozgas maximumanak eloszlasa

+ B Brown mozgas az  filtraciéban, a > 0 X, = B, — at. X negativ driftes Brown mozgas.
+ M, = exp{AB, — $ Xt} martingal. M fejlédése:

ot
M,=1+\ / M,dB,.

Jo
Lattuk, hogy AM € §
+ 7megallasi id6 F-ben. N, = M, , . Ekkor

&
Nt =1+ [t/\r</\]\/[) =1+ ]t()‘]\[]l[()ﬁr]) =1 +/ )‘]ws]l(sgf)st
0

N az M megallitasaval kapott folyamat, N is négyzetesen integralhaté martingal.
- Legyena,z >0, A\=2aésT=inf{t >0 : X, > x}. Ezzel a valasztassal M, = exp{2a.X,},
N, = exp{2aX;,.}. N, < €29 éslim;_,, X; = —oc miatt lim N, = %1,
1=E(No) = E(N;) = lim E(V,) = E(tlirgc Nt> = e?%%P(1 < 00) = e292P (Stlzlg By —at > x)

sup;~q B; — at ~ exp(2a).



Brown hid maximumanak eloszlasa

+ B Brown mozgas, H, = B, —tBy, t € [0,1]. Ekkor H Brown hid és H fiiggetlen B;-tél. (H folytonos
trajektoriaju Gauss folyamat, nulla varhato értékkel és cov(H,, H,) = s At — st kovariancia
figgvénnyel.)

© Xy = (1+1t)Hy; (144, t > 0 folytonos trajektériajd, nulla varhat6 értéki Gauss folyamat, amire
0<s<t-re

coV(Xe, X,) = (1+8)(1+1) coV(Hyy(rya9, Hryreny) = (14+8) (1 +8)( 225 — 125 1) = s(1+) — st =35

X Brown mozgas.
ca,b>0

{3s€[0,1], Hy > bs+ (1 —s)a} = {3t >0, (1 +t)Hy114) > (1 +t)((b—a) T +a)}
={3t>0, X, >(b—a)t+a(l+1t)}
= {3t>0,X,—bt>a}

P(3s € [0,1], H, > bs+a(l —s)) = [P(supXt —bt> a) = ¢~ 2ba
t



Futé maximum eloszlasa
H Brown hid, a,b > 0. Ekkor P(3s € [0,1] H, > bs +a(1 — s)) = e~ 290,

+ B Brown mozgas, H, = B, —tBy, t € [0,1]. Ekkor H Brown hid és H fiiggetlen B;-t4l.

cx>0
) - [E([P( max H, + 55, > x|31>> —E(P@s€0,1], H, > z— sy)|,_p,)
selo, 1

[P(max B,>x

5€[0,1]
haz—y <0

1
P(3s€[0,1], Hy >z —sy) =
e 2=y hagz—y>0

3 (y-20)° .
_ 2 fmn®W)  ano 2 (0, 1)
i fz(y)

e—2z(z—y) — g2axy—2a% — e—%(—4zy+4w2)
e 2

) =P(B,>z)+ [E<1(Bli~’f’)%(Bl)>

[P(max B, >x
=P(B; >z)+ / fz10:(y)dy=P(By > z)+P(B;+2x <z) =P(|By| > 2)

5€[0,1]



Futé maximum S; = max, ., B, eloszlasa

+ Skala invariancia: Ha B Brown mozgas X; = \fTBt/T, akkor X is az.

d d d
Sr= I?Sa%(XL = \/Tr?ga%(Bt/T: \fTrftlgf(Bu = \/ﬁB1| = | B

Megjegyzés
Minden ¢-re S, és | B;| azonos eloszlasu, de az

S trajektdriai monoton nének, ¢ > 0-ra S; # 0, mig az | B| folyamatnak tetszéleges T-re (0,7")-ben egy
valdszintiséggel van nullhelye.



Szintelérési id6 eloszlasa

+ B Brown mozgas, a >0, 7 =m, =inf{t >0 : B, =a}
B, £\/iZ,ahol Z ~ N(0,1)
a2
P(r <1)=P(maxB, > a) =P(B| > a) = P(t2> > a?) =P % <)

« Osszefoglalva, tetszéleges a € R esetén
d 12
me = % ahol Z ~ N(0,1)
« Z2~Tyjp,1/2 ¢(x) = a?/x,
faryz2 = foiz2y = (fz20071) - [(¢71)'|

o tt
1, _ a _
fz2(t) = L) 5 t712et2, és p(t) =a?/t
\V 2T
+ Kendall azonossag
Fa®) = A cerrang o = 1 g (@1

27t3



Visszatérési id6 eloszlasa

+ BBrown mozgas d = inf{t > 1 : B, =0}.
+ By = B1.y — By jeloléssel (5;);>0 a Markov tulajdonsag alapjan F;-tél fliggetlen Brown mozgas,
mg =1inf{t >0 : 8, = a} a § szintelérési ideje.
{d<1+4+t} ={m_p <t}

« Lattuk, hogy ma = ahol Z ~ N(0,1):

ZZ’

P(d< 1+ 71) = P(m, <1)lo—s, = P( 55 <)

a=—B;

+ X, Yflggetlen N(0,1)-ek

(<) (B <o) (o (&)

+ Osszefoglalva

) — E(P(mg < t)]g—_p,) = P(d < 1+1)
a=Y’

4 X24Y?2

inf{t>1: B =0} = S5

ahol X, Yfiiggetlen N(0,1)



Egy eldtti utolso nullhely eloszlasa

d=inf{t>1: B, =0}, g=max{te€[0,1] : B,=0}

+ X, Yflggetlen N(0,1)-ek ¢ = arg(X,Y) ~ U(0, 27)

d 0 _ g

1S

g

Ul
S
L
3

- te0,1]-re
Pg<t)= [P(|sin<,9| < \/Z) = 45%%:1\/% = %arcsin\/z

Az egy el6tti utolsd nullhely arkusz szinusz eloszlasu
Ez azonos a Béta(1/2,1/2) eloszlassal, ugyanis a slirliségfiiggvénye a ¢t € (0,1)-re
1

_2d ; —
o) = T arcsin vt = m



+ B Brown mozgas az 7 filtraciéban.
), ha 0 <t < 1, ahol ® a standard normdlis eloszlasfiiggvénye. ¢ = &’ a

RCOELIC
strliségfiiggvény, ¢’ (z) = —xp(x).

H{t:2) ‘0<>2<1—z>

vV1-t
a3 ) 1
=\ =) e
&5 1 %
fza:(f I) @(\/ﬁ) 72 ((lft)lr@)
* fit 3foe=06s0<t<1esetén
P(B, > 0|F,) = P(By — B, + B, > 0|F,) = F( t>_Blfjt) .

7<1>( L) = o(By) /f“B

+ Hat—1,akkor P(B; >0|7;) — ]l(Bl>0)' Azaz My = P(B; > 0|F ) martingal & -ben, aminek a
fejlédése

t
M,=1+ / WudB,, =11 fuls, B)
JO



Példa folytatasa

« M, =P(B; > 0|F;) martingal & -ben, aminek a fejlédése

Al
My=3+ | 9B, =11 fo(s,Bs), f@(s,,,;):(%,( ﬂ)' I
0 £ €
+ 1) € S ugyanis s < 1-re
27T[E< / 2(17 ] e—%d‘r: /‘(’772(11-+%) 1 e
R V27s
/ TT'e(l 5 _ ( (1 ))UQL
V2 1+s Vs
1 1
1—s 1/2 1 .
277/[E1/)§ds:/( ) / P
0 (¥2) h \1+s 1 | [ v L:o

- Altaldnosabban is igaz, ha X lokalis martingal egy B Brown mozgas természetes filtraciéjaban, akkor
X =Xo+I(p), ¢ € £,ahol ¢ ,lényegében” egyértelm(i és ha X négyzetesen integralhato, akkor ¢ € S.



Példa folytatasa

- f(t,2) = E
° f$t+ %frxm - z(ft+ §fzz) =0

) 0<t<l. ft+ 5fex =0aés fsima (0,1) x R halmazon.

t
fz(tht):fr(OaBO)—i—/O fmz('gaBs)st

c Y= ]]-(s<1)fmx(57Bs)' YeL:

= B B,
fz$(87Bs) ¢<ﬁ> W \/Q—exp{ 2(1 s) m

1) a folytonos, adaptalt (s, B,) mérhetd fliggvénye, azaz progressziven mérhetd és

1 1 1
e = @ _ B\ ._B: o<, g 1
/0 l[)sdb—(,'/o exp{ = mdsgc/o mln(cl(l 57 C2 B4)db<oo ha B; #£0

ahol ¢; =sup,.gze ® =e ! éscy =sup,.ge 23 < oo



Példa olyan lokalis martingalra, ami nem martingal

. f(t,x):é(J%>,U§t<1. ft—i—%fm:Oaésfsima (0,1) x R halmazon.

° f:l;t + %.ﬂl;:l;:z; = axli(ft + %.ﬁl}.’]i) =0

rt
fm(tht) :fm(O,B())-i‘ fzz(szs)stv hat <1
JO

* = ]]-(s<l)fmm(saBs)' el
« X; = f.(0,Bg) + j(')t 1,dB,. X folytonos trajektdriaju lokdlis martingal.

i<, X, = fz(tBt)

. > T B, 1 2
11}111 fo(t,By) = %1}1}99(—@) — 0, a{B;+#0} eseményen.

+ X nem lehet martingal, mert E(X | ) =0 # X, = \/%7



Tovabbi példa ¢ € £ integrandusra, amire /(¢) nem martingal

+ X Brown mozgads J -ben. B, = X, — X az 1 pillanatban Ujra indulé Brown mozgas, §; = F 1.
- B Brown mozgas G-ben. ¢ = X721} ) € £(9).

+ I(p) lokalis martingal.
L(p) = szBz-

« X, ~ G, és B, fiiggetlensége miatt:
E(|I(¢)]) = E(X[2|By|) = E(X{?)E(|By|) = 00, minden > 0-ra

I () lokalis martingal, de nem martingal, mert nem integralhaté valtozokbol all.



1t6 folyamat

Definicio
F filtrdcié. Egy X folyamatot It6 folyamatnak hivunk (az F filtrdcidra nézve), ha X, ~ F, és léteznek

- u, o progresszivan mérhetd folyamatok, melyekre ﬂms\ + 02ds < oo egy valdszinliséggel minden
t > 0-ra, valamint

+ B Brown mozgds az F filtraciéban

ugy, hogy . .
Xt:XoJr/ usder/ o,dBy
0 0

Példak.

c X;=tiazaz X azid6 (X =0,u=1,0=0),
- B Brown mozgas # -ben X, = B;,

* Sy = Spexp{(r —o?/2)t+0B,}, Sy~ F
« f:]0,00) xR—=R, feCV2, X, = f(t,By)

20



Integral It6 folyamat szerint

Definicid
X 1t6 folyamat (X, = Xo + [ psds + [ 0,dBy).

i
L(X)={¢ : @ progressziven mérheté és/ lou| + 9?02 < oo m.b. mindent t > 0-ra}
o

* Ha ¢ € £(X), akkor
t t
If(@):/ sﬂsusder/ ps05dB;
0 Jo

t
/ 0udX,
0

Hagyomdnyos jelolés:

o = IX(p) linedris;
ha 7 megallasi id6, akkor ;X () = IX(¢1[g ).

21



Integral It6 folyamat szerint

X Ito folyamat
t t
X =X0+/ usd5+/ o,dBy
0 o
o™ € £(X) és

t ) 3
s +02(pM)2ds B0 = IX(p™) 50
0

Masképp fogalmazva ¢, (™) € £(X) és
P

t
! P
/Ius(sorwi"))l+0§(<pr<pi"))2d8%0 = IX(p™) > IX(p)
0

Allitas (Dominalt konvergencia tétel)

oM o e £L(X), ™ — ¢ dt x dPmajdnem mindeniitt és sup,, [¢™| € £(X). Erkor IX (¢™) 5 IX(p).

22



Integral It6 folyamat szerint

* Legyen E~ T, 0 = €5 o) Ekkorap€£(X)

[t(@) 61 s<u) N’udu + / 61 s<u) UudB

Jo
:f(/otﬂ(sgu)llud“f‘f' /Ot]l(sgu)o—udBu) =X — Xpps)
=30 b Pt ~ T Pl egyszerd. Ekkor p € £(X) és
]X Z% th‘ 1 th)
+ Megmutathatd, hogy ha ¢ € £(X), akkor létezik (™) egyszeriiekbél &ll6 sorozat, amire
[stos = el + 2o —elas B vezo
Jo

és igy
I¥(¢) = plim I¥ (o)
+ X felbontaséban o és B nem egyértelm(, de kés6bb kiszamoljuk, hogy i és o2 igen. Azaz a definialt
integral, nem fiigg X felbontasatol.

23



Integral kiszamitasa

Lemma
 folytonos trajektoridju adaptdlt, X It6 folyamat

IX(p) = I?L‘ilglz‘p%(‘xt/\% 7Xt/\%’)
7
Legyen o, (u) = £, ha L <u < L. Ezzel ajel6léssel
=D _palis ) =poon
7

ot
/Sﬁan(u)qu:ItX(Sﬁ ) IX ( Z‘Pn zA%_XtA%)
Jo

és  folytonossaga miatt

ot
/Ius 05— Vo, ()| + 0205 — 0o (5))? d8<(le¢s %nm\+sgllv(<ps—%n<s>)2) |ps| +02ds =0
sst JO

24



1t6 formula Ito folyamatra

Legyen f : R — R C? fiiggvény, X It6 folyamat. t; =t A -
f(Xt) - f(XO) = Zf(Xti,J - f(Xti) =
l i
=3 P (Ko, — X2, = S XK sp =Xpg) B [ 1K),
5 o
+ % Z TN X ) (X, — Xti)z
+ 27'(Xt17Xti,1 )(XtH1 - Xt1)2

ahol .
r(z,y) = / / (@ +v(y —2)) — £ (z)dvdu

A hibatagok 6sszege limeszben eltlinik, ha > (X,

.., — X;,)? sztochasztikusan konvergens, amint a felosztas

25



Kvadratikus variacio

Definicié (Emlékeztetd)
X folyamat, a [ X| folyamat az X kvadratikus varidcidja, ha tetszéleges t esetén a [0, t| minden végteleniil
finomodo (t7);", felosztds sorozatdra

X]; =p-li Xen — Xyn)?
(XT: EHIOI?Z( B ti)

Példak
+ A Brown mozgéasnak létezik kvadratikus variacidja [B]; = t.

+ X, =t, ekkor [X]; = 0 minden ¢-re.

D (i —t)2 <t max(ti g —t;)

P

- Ha X, = fot 1eds, akkor [X] =0

i+1 K2
i JO

i

ot
Z(Xtv - X )2 < |ps|ds - m?X|Xt,+1 - X

26



Korlatos valtozasu folyamat kvadratikus variacioja

Definicioé

V,=VX= supZ\Xt”1 —X;,| <oo egyvaldsziniiséggel
7
ahol a szuprémumot [0, t] felosztdsaira vessziik.
Allitas
X folytonos trajektéridju, korldtos vdltozdsu. ERkor [X] = 0.
« (t;) [0,¢] felosztasa

Z(th.l —-X,)?< m;le‘XtM — Xl §:|XtHl — X, | < VtXmiaX\XzM — X

(2

- Trajektériak folytonossaga fontos. NV Poisson folyamat. N € FV. [N] = N.

27



Brown mozgas totalis variacioja

Allitas
B Brown mozgds. ERRor minden t > 0-ra

sup I, , — By =0
7

ahol a szuprémumot a [0, t] (¢;) felosztdsaira vessziik.

Allitas

28



1to folyamat kvadratikus variacioja

lf\llités

.....

+ (t;) a[0,¢] felosztdsa o(u) =t;, haw € [t;,t;.1)-

t 4
Z(Xf1+1 X4,)2 = ([X]g,,, — [X]; ):2/(X,,L7X(,<“;))qu[aO ha a felosztas végtelenil finomodik
0

7

29



Integral kvadratikus variacio szerint

Tegyiik fel, hogy X-nek létezik kvadratikus variacioja

: [X]o =0
+ s<tore [X]s < [X}t

+ Ha ¢ folytonos trajektdridju, akkor
G
/ psd[X]s = lim Z‘pf"qX]f"“ —[X]i») (Riemann-Stieltjes integral)
A : : # :

ahol (1) a [0, ] végteleniil finomodo felosztassorozata.

30



1t6 formula

Legyen f : R — R C? fiiggvény, X It6 folyamat. t; =t A -
JX) = f(Xo) = 3 (X, ) — f(X) =
=D F (X)X, = X) 5[ F(x)dx,
n % > P (X, — X ) A1 / F7(X.)d[X], (Riemann-Stieltjes integral)
+ Z}-(th,xm)(xtw —X,)2 50
ahol

o) = /1 [ 1@ty =) - 1@t

31



1to korrekcios tag

Z.f”(th)(Xti-leti)zz _ f”(th)((XtM*th)zf([X]tHr[Xhi)HZf”(XtJ([Xhm*[X]t)

-

cti=tALo,(u)=2%hal<u<t

3|

Z f”<Xt1v)((XtH1 - Xt1)2 - ([X}f,i,] - [X]tq)) = Z.f”(Xf,i)Q £t<Xu - th-)]l(tiguam)qu

&
” p
:2/ f (Xon(u))(X'u_Xon(u))qu_>0
0

Ugyanis
wu = maxlf”(Xv)‘ . 2m<aX‘Xv|

v<u

folyamatra ¢ folytonos trajektdriaju, adaptalt, azaz ¢» € £(X) és dominalja az integrandust, ami
pontonként nullahoz tart.

Zf//(Xti)([X]ti—l - [X]t7) - /O.t f//(Xé)d[X]b

i

32



1to formula, Ito folyamatra 6sszefoglalas

Tétel
X Ité folyamat, f : R — R f € C2. ERRor

F(X0) = F(Xo) + /f Jax, +1 /f”( JdIX],

Célok:

+ [X] csak X lokalis martingdl részétél fiigg.
+ [X] kiszamitasa a

it it
X, = X(]—i-/ ,usds-i-/ o,dB
0 Jo

felirashol.
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Zarojel folyamat

Definicio
X,Y folyamat, a [ X, Y] folyamat az X és Y zdrojele, ha tetszéleges t esetén a [0, ] minden végteleniil
finomodo (t7);", felosztds sorozatdra

X, Y], = Ir)l‘_l&n Z(Xt?“ - Xt;")()/tjﬂ - Ytl)
7

(X, X] = [X]
Allitas
Ha [X], [Y] létezik, és [Y] =0, akkor [X,Y]=0¢és [X + Y] = [X].

Cauchy-Schwarz egyenlétlenség.

P
| § (X = Xpn) (Yo —Yin)]? < § (X | — Xin)? E (Yir, —Y3n)? =0
K3

2

3

(A(X4Y))2=(AX)2+ (AY)?+2AXAY
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1to folyamat kvadratikus variacioja

t t
X, = Xo+ / prods + / 0. dB, =V, + M,,
0 0

ahol
't

ot A
V= Xo+ / peds, M, = / 0,dB,
JO

JO

V=0, = [X]=[M]

......

nem jarul hozza.
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1to folyamatok zarojele

Allitas (Parcialis integralas)
Ha X, Y It6 folyamatok, akkor létezik az [ X, Y] zdrdjel folyamat és

t t
[X, Y], = (XY), — (XY)o - / X,dY, - / Y.dX,
0 0

(Xe = X,) (Ve = Y5) = (XY)y — (XY), — X, (Y, = ¥,) — Vo (X, — X))

[

(thXs)(Y;tfys)7([X7Y]t7[X>Y}s):/0 ﬂ(s§u<tj<Xu XS)(]YU+/0 ]l(s<u<ﬁ<y Y>dX

X t s ( t
X, Y] — [X,Y], = (XY), — (XY), /XudY Y,dX,

+ (t;) a[0,t] felosztasa o(u) =t;, ha u € [t;,t;,1). Ha a felosztas végteleniil finomodik:

S (X, —Xe) (Y, —Ye) = (X, Vs, —[X, Y],) = /‘t<Xu—Xa<u>>dYu+ / (Yu—You)dX, 50

7 Jo 0
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Integral zarojel folyamat szerint

Tegyiik fel, hogy X, Y'Ito folyamat.

: [va}o =0
C X, Y], = (X + Y] — [X] — [Y]), azaz [X, Y] € FV.

+ Ha ¢ folytonos trajektdridju, akkor
G
/0 PudlX, Y]y = iz 3" 0 ([X, Vg, = [X, V)
1

ahol (1) a [0, ] végteleniil finomodo felosztassorozata.
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1t6 formula tobb dimenzios It6 folyamatra

Tétel
X = (XM, ..., X@) d-dimenziés It6 folyamat, f : R? — R f € C2. Ekkor
(k) , 1 d !
= k) x(£)
f(X, X0+Z/ (Onf)(X,)d X, +2k;10 (Bp,ef)(Xs)d[ X P, X @),

Rovidebb jelolés

F(X0) = F(Xo) + O'tf% J)-dx,+ L / F7(X,)-d[X],

Itt f"(X,) vektor értékd, f/(X,) -dX, = Zk(('?kf)(Xs)dXi:k a ,skalaris szorzat”

Hasonléan f”(X,), [X] d x d matrix értékd, és

d
(X5t = [ X0, X O], #7(X = Y (Oref)(X)d[X®), X O],

k=1
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1t6 formula tobb dimenzios It6 folyamatra

Tétel
X = (XD, ..., X)) d-dimenziés It6 folyamat, f : R* — R f € C2 ERkor

d t d t
560 = 150) + 30 [ @ 3 32 [ 00 (XX, x0),

k=1

Had =2, Xi“ =%, Xtm = B, akkor lényegében visszakapjuk a Brown mozgasra vonatkozd formulat.

[X], = (g f)
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1t6 formula (bizonyitas vazlat)

t= LAt
FX) = FX0) = 31X, ) = FX,)
o(u) = fo+uly—=)), fly)— ()= / / 0)dudv

f(Xt)*f(Xs)=.f/(Xs)(XrXs)Jr%(XrXs)Tf”(Xs)(XrX) (X = X,)Tr (X, Xo) (X — X))
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1t6 formula (bizonyitas vazlat)

IRV CORDWEIEVED
(k) P 9 (k)
—x®) EA /Ouf)( dX!

_Zzaﬁ Xt
k

I ICHEE L CHERE OIS

] _ x®yx® _x@) P
+ZZW X Xe )XY =X (X)) - X)) =0

il



1to formula, Ito korrekcios tag

b A _ i i i+l
ti=tA L, on(u)=<,ha s <u< 2

}:@wﬂXm«Xﬁﬂ*XfNXf)fXVUfQX@%XW] — [x®), x®], )

tiv1 i

Ok Zf( on(u)) )(Xfikj - X((,k)(u))dxff) + ak kf( on(u)) )(Xﬂg ) — XE, )<u))dX1(L ) —0

Jo n Jo n

t
3 00l (KXW, X0, = [X0,X0], ) B [0, 7(X,)a[x®, x0)
i i+1 i 0 ’ u
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1to formula, hiba tag

tiia

ZZTH Xt Xf,ﬂ)(X X(k )(X _Xt(f))

ahol

rie(@,y) = / / O @+ vy — 2)) — Oy o f (@) dvdu

2
k) k ¥4 ()
3 ree(Xe Xe, )X, = X)X - x19)
i
2 (k) z ) (f
< mia‘X|Tk,€(XtﬂXf,L+1)| Z Xz as) Z X O
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Zarojel kiszamitasa

Lemma
Ha X, Y Ité folyamatok és X, = [ o,dB,, akkor

X,Y], = /Ot(rsd[B, v],

Kovetkezmény
X, =Xo+ | psds + [ 0,dB,. Ekkor

[X], = / ‘o2ds

J0
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[X,Y],ha X = I(y) és ¢ egyszertii

C =210 Pel i X = 1(9):

+ Y'It6 folyamat
X,Y|,=p-l (X —Xw)Y.m —Yn
[ ]t I?l—}oI(I:lZ §+1 Sf’/ )( s(ﬁl Sj )

ahol (5(7”>) a [0,¢] végteleniil finomodo felosztassorozata.

« Feltehetd, hogy t, =t és {tg,...,t,} C { (n) gln) } minden n-re.

S (K o = X) ey =Yy Zw > (B — Bl —Y,e)

~ +1
j J 7 J

L Zm&ml ~(B.Y1) = [ BV,
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[X,Y],haX =1I(p)éspeES

() egyszerii integrandusokbol &ll6 (gyorsan) kézelité sorozat o-hez.

« X = J(pn), X(") — X egy valészinlséggel lokalisan egyenletesen.

) 't
XY, / oMd[B,Y], 5 | ©ud[B,Y], késébb

JO
t t
/X" dy, — /Ympu ) i(xy)t—/ XudYu—/ Y,p.dB, = [X,Y],
0 JO

Ugyanis
ot t
Y2(pu—ol”)2du < sup V2 / (pu—")2du =0
0 ust Jo
és

o 2
sup| X" — X, (6X)2du — 0

u<t

i
— 0 miatt /‘Xf‘,,") w
0

|Nll’ + ‘Xl(l’”) X’u,
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