Sztochasztikus folyamatok el6adas

2025.0313.



1t6 formula

Tétel
B Brown mozgds az F filtraciéban, f : [0,00) x R — R C'%2 fiiggvény. ERRor

6,50 = 10,50+ [ 0uf)(s.B)ds+ [ @uf)o BB+ S [ @af) (5B

0 0

« Taylor sorfejtés masodrendig:
f(t7l/) - f(S,{E) = f(t,’lj) - f(S,U) + f(svy) - f(S7l)
= () (57, 9)(t = 5) + (0of)(5,2) (y — ) + (5(Da2f) (5, 2) +7(s,2,y)) (y — )2
cti=tAL

f(t B 0 BO Zf “14+15 B[ +1 f(ti'/BLZ)
= Z OLf) (5, By, )(tip1 — +Z 02 f)(ts, By,)(By, ., — By,)

2262 (ti,B;,)(By,,, — +Z r(ti, By, By, ) (B, — By,)?



™ =t A L,i>0.Ahibatag:

Z ( >Btm Bw )(Btna _BTE:L>)2

3 i+1 i+1
2

S RnQn', Rn = mlax|'r(t§n>., Bt[,,m" Bt”"‘l)|" Qn = Z(Bf”"‘l_Bf‘n))Q —1

3

- R, 822f és B trajektoridinak folytonossaga miatt egy valészinliséggel 0-hoz tart.
« Q,,-rél lattuk, a kvadratikus variacié szamitasanal, hogy sztochasztikusan t-hez tart.
- EbbSLO < R, Q, > 0:

”D(RnQn > 5) < [ID('RnQn‘ > g, Qn >1+ 1) + ”D(‘RnQn‘ > g, Qn <t+ 1)

<P(Qn, >t+1)+[P<R,,, > ) — 0, minden e > 0 esetén.

_&_
T+t
- X, € R,Q, 2 0 esetén X, - 0:

P(|X,| >¢) <P(R,Q, >¢)—0, mindene >0 esetén.

Egyszeriibb ut: X, 5x pontosan akkor, ha minden (X7,) C (X,,) részsorozatnak létezik (X)) C (X},)
tovabbi részsorozata ugy, hogy X, — X egy valdészinliséggel.



1t6 formula

1,2 — i
fecrtr=tnL

f(tan) f 0 BO Zj H,lvBt” )7 f(tn Bf”)

t

= SO 3y B )ty — 1) = [[@u)s.B)ds
3 0
p [t

+Z (Oaf)(t} Bt”)(Bf” *Bt“) = [ (02f)(s,B,)dB,
0

22 (02£)(t7, By ) (Byy. | — Byn)? ", 1td korrekciés tag=?

+> _r(t} Biy, By, )(Biy,, — Br)? -0

+ Az elsé lépéshen ¢, = (0, f)(s, By) folytonos trajektoriaja, o™ = S°. (9 f)(t
™ — ¢ a[0,t]-n egyenletesen (egy valészindséggel).

Bin Vjpn gn

T? ,+1]

+ A masodik lépésben az integral kiszamitasara szolgalé formuldt hasznaltuk: ¢, = (9o.f)(s, B,).



1to korrekcios tag

Allitas
 folytonos trajektoridju. ERRor ﬁ @sds =p-lim,, o >, @i (Bypin — Byni)2
. 5 Z

s = (022 f) (s, B,) valasztassal kapjuk, az Ito korrekcios tagot.
- i =t A L jel6léssel elég, hogy

t
I:L;hor?z P <(Bt?<1 — Bt’:l)2 — (8 — t?)) =0, mert Z Pen (7 —t7) = /0 psds

[



1to korrekcios tag

c0<s<t
(B, — B,)? = B2 — B2 —2B,(B, - B,)

it
t=DB2—2 / B,dB,
0
§= B% - 2/ BudBu
0

ot rt
(Bt—Bs)Q—(t—s):Q/ BudBu—2Bs(Bt—BS):2/ (B, — B.,)dB,

« o,(u)=1/n, ha % <u< ﬂ,  folytonos, adaptalt.

5 i
S eu(Buy = B (e =) = Y / (Bu=Bayu)dBu=2 [ 90,00(Bu=Ba,0)dB,
) 0

+ Szkorohod egyenl6tlenség alapjan:
t

ot
/ @ (B —B, u) du<max<,pb/ (B, B,,W(u) du—>0 = 99(, @) (B —B, (u) )dB —>O
Jo ' o .



), ha & ~ F . Részletesebben

$,00)

§~F g korlatos, o =3 oy Ly, 4, ) egyszerliés p = @1, o).
- Feltehetd, hogy t; > s minden i-re.
- Ly is egyszer(

glt fz% Bz/\t7+1 Bt/\z ) Z(&Q)M(BMEH - Bt/\tl) = ](599)

K3

pe <, Y= (70]]-[500)

") egyszerd, fot(cps (7'))2ds — 0, ekkor jo (Epg — 599("))2ds — 0 szintén teljesiil.

- pm) = 99“”]1[300) feltehet6, mert ez is j6 kozelit6 sorozat.
- EL(p) = lim &L (p™) = Lm L, (Ep™)) = I,(§p)

§~ T, tetszlleges, p = ¢l ) € L.

"t
P . .
/ (EL(g<r)Pu—Epu)?du—0 = L(&p) = lim [(§lecryp) = Hm L li(p) = EL(p)
0



1to formula 6sszefoglalas

feCl2tn=tAL.
f(¢,B,) = f(0,Bo) = Zf t2 1 Bin ) = f(t7, Byn)

= S @)t 1 By )y — £2) - /0 “(01)(s, BL)ds
+Z 02f)(t2, Byy) By, — Byy) =t [(azfxs,Bs)st
+13°60) Bo,~Be? 5[ @n6Bs
+ (2, By By ) (Biy,, — Biy)? %0

Tétel
B Brown mozgds az ¥ filtrdciéban, f € C1:2. ERRor

t t
f(tBt):f(OaBO)+/0 (ft“'%fzz)(&Bs)dé—i_/o fx(57Bs)dB



Exponencialis martingal fejlédése

« M, = exp{)\Bt — )‘;t}
Ekkor M, = f(t, B;), ahol f(t,z) = eAT—A%t/2,

ft:_/\?va .f.’L':)\f7 f:L'.’L':>\2f7 ft+%ﬁE(I::0

t t
AI)‘ = f(ta Bt) = f(07B0) +/ (ft + %f:x;:l:)(szs)dS +/ f1(57Bs)st
0 0
&
-1+ / AM,dB,
JO
+ AM € 8, ugyanis

t
E(M2) = E(eXABomVs) = X, /O E(A2M2)ds < oo, Vt>0



Szintelérési id6 Laplace transzformaltja

- M, = exp{)\Bt = %zt}, 7 megallsi idé.
o My =1+ L(AM), igy My, = 1+ [,(AM1[q 1)) és ((M,,),20 martingdl (\M 1 ,; € ).
ca>0,7=m,=inf{t>0: B,=a}

2

1= E(Mp) = E(Myp,) = [E(exp{/\Bt/\T— At T}>

« T < 00 egy valdszinliséggel
. A2 B 2\ _ 2
flggc exp{)\BMT— 7t A 7’} = exp{/\BT— 77’} = exp{)\a 77}
CAS0 = M,,, < et
2
e/\a[E<e‘%T) = E(Jim My,,) = lim E(M,,) =1.

@ = A72,azaz A=+V2a, A >0
E(e=o7) = E(e=Ma) = e—aV2a



Driftes Brown mozgas maximumanak eloszlasa

+ B Brown mozgas az  filtraciéban, a > 0 X, = B, — at. X negativ driftes Brown mozgas.
+ M, = exp{AB, — $ Xt} martingal. M fejlédése:

ot
M,=1+\ / M,dB,.

Jo
Lattuk, hogy AM € §
+ 7megallasi id6 F-ben. N, = M, , . Ekkor

&
Nt =1+ [t/\r</\]\/[) =1+ ]t()‘]\[]l[()ﬁr]) =1 +/ )‘]ws]l(sgf)st
0

N az M megallitasaval kapott folyamat, N is négyzetesen integralhaté martingal.
- Legyena,z >0, A\=2aésT=inf{t >0 : X, > x}. Ezzel a valasztassal M, = exp{2a.X,},
N, = exp{2aX;,,}. N, < 2% éslim X, = 0 miatt lim N, = €271,
1=E(No) = E(N;) = lim E(V,) = E(tlirgc Nt> = e?%%P(1 < 00) = e292P (Stlzlg By —at > x)

sup;~q B; — at ~ exp(2a).



Brown hid maximumanak eloszlasa

+ B Brown mozgas, H, = B; — tBj, t € [0, 1]. Ekkor H Brown hid és H fiiggetlen B;-t6l. (H folytonos
trajektoriaju Gauss folyamat, nulla varhato értékkel és cov(H,, H,) = s At — st kovariancia
fuggvénnyel.)

© Xy = (1+1t)Hy; (144, t > 0 folytonos trajektériajd, nulla varhat6 értéki Gauss folyamat, amire
0<s<t-re

cov(X, X¢) = (1+8)(L+1t) cov(Hyya14), Hepe) = (L+8) 1+ (5 — 155 ILH) =s(l4+t)—st=s

X Brown mozgas.
- a,b>0

{3s€0,1], Hi>bs+ (1 —s)a} = {3t >0, (1+t)Hyy4p) > (1+1)((b—a) 15 +a)}
={3t>0,X,>(b—a)t+a(l+t)}
={3t>0,X,—bt>a}

P(3s€[0,1], H, > bs+a(l—s)) = [P(supXt —bt > a) =g 2e
¢



Futé maximum eloszlasa

H Brown hid, a,b > 0. Ekkor P(3s € [0,1] H, > bs +a(1 — s)) = e~ 290,
+ B Brown mozgas, H, = B, —tBy, t € [0,1]. Ekkor H Brown hid és H fiiggetlen B;-t4l.
x>0

[P(m[g)l(] B,> L) - [E([P( max H, + 3B, > x|31>) —E(P@s€0,1], H, > z— sy)|,_5,)
s€|0, se|0,
1 haz—y <0

P(3s€0,1], H, >z —sy) = )
e 22 hagx—y>0

—1(y—20)2
e—2m(@—y) — p2oy—2a2 _ o—%(—dzy+ds?) _ € 2(91 22 _ fozz(y)v ahol Z ~ N(0,1)
— 2 y
e 2Y fz(y)

Sz+20
m > = B LaTer
F(se[g‘,)l(]Bs 7‘%) [P( ! >I)+[E<1(B1§T) fZ (Bl)>

=P(B; >x)+ / fz10:(y)dy =P(By > z)+P(B; +2z < z) =P(|By| > z)



Futé maximum S; = max, ., B, eloszlasa

- Skala invariancia: Ha B Brown mozgas X; = \/TBL/T, akkor X is az.

d d d
Sp= r?gaTXXt = ﬁ?ga%B‘/T: \/Tg}gf{Bu < VT|B;| = |By]

Megjegyzés

Minden t-re S; és | B;| azonos eloszlast, de az

S trajektdriai monoton nének, ¢ > 0-ra S; # 0, mig az | B| folyamatnak tetszéleges 1-re (0,7")-ben egy
valoszintiséggel van nullhelye.



Szintelérési id6 eloszlasa

+ B Brown mozgas, a >0, 7 =m, =inf{t >0 : B, =a}
B, £\/iZ,ahol Z ~ N(0,1)
a2
P(r <1)=P(maxB, > a) =P(B| > a) = P(t2> > a?) =P % <)

« Osszefoglalva, tetszéleges a € R esetén
d 12
me = % ahol Z ~ N(0,1)
« Z2~Tyjp,1/2 ¢(x) = a?/x,
faryz2 = foiz2y = (fz20071) - [(¢71)'|

o tt
1, _ a _
fz2(t) = L) 5 t712et2, és p(t) =a?/t
\V 2T
+ Kendall azonossag
Fa®) = A cerrang o = 1 g (@1

27t3



Visszatérési id6 eloszlasa

+ BBrown mozgas d = inf{t > 1 : B, =0}.
+ By = By, — By jeloléssel (5;);>0 a Markov tulajdonsag alapjan F;-tél fliggetlen Brown mozgas,
mg =1inf{t >0 : 8, = a} a § szintelérési ideje.

{d<1+t}={m_g <t}

« Lattuk, hogy m, = ﬁ,aholZ N(0,1):

2
Hd§1+tﬁﬁ):PmM§tmﬁ4h:F(ﬂ-go

+ X, Yflggetlen N(0,1)-ek

(20 <) e(e (<)

« Osszefoglalva

):Ewmhgwhﬂﬂg:Fmg1+m
a=Y-

4 X24Y?

inf{t>1: B,=0}= 7

ahol X, Yfiiggetlen N(0,1)



Egy eldtti utolso nullhely eloszlasa

d=inf{t>1: B;=0}, g=max{te[0,1] : B,=0}

- X, Yfiiggetlen N(0,1)-ek p = arg(X,Y) ~ U(0,2m)

- tel0,1]-re
P(g<t)= F(|sin<,9| < \/E) = W = %arcsin\/z

Az egy el6tti utolsd nullhely arkusz szinusz eloszlasu
Ez azonos a Béta(1/2,1/2) eloszlassal, ugyanis a slrliségfiiggvénye a ¢t € (0,1)-re
1

o 2d
o) = T arcsin v/t = m



+ B Brown mozgas az 7 filtraciéban.
), ha 0 <t < 1, ahol ® a standard normdlis eloszlasfiiggvénye. ¢ = &’ a

RCOELIC
strliségfiiggvény, ¢’ (z) = —xp(x).

H{t:2) ‘0<>2<1—z>

vV1-t
a3 ) 1
=\ =) e
&5 1 %
fza:(f I) @(\/ﬁ) 72 ((lft)lr@)
* fit 3foe=06s0<t<1esetén
P(B, > 0|F,) = P(By — B, + B, > 0|F,) = F( t>_Blfjt) .

7<1>( L) = o(By) /f“B

+ Hat—1,akkor P(B; >0|7;) — ]l(Bl>0)' Azaz My = P(B; > 0|F ) martingal & -ben, aminek a
fejlédése

t
M,=1+ / WudB,, =11 fuls, B)
JO



Példa folytatasa

« M, =P(B; > 0|F;) martingal & -ben, aminek a fejlédése

Al
My=3+ | 9B, =11 fo(s,Bs), f@(s,,,;):(%,( ﬂ)' I
0 £ €
+ 1) € S ugyanis s < 1-re
27T[E< / 2(17 ] e—%d‘r: /‘(’772(11-+%) 1 e
R V27s
/ TT'e(l 5 _ ( (1 ))UQL
V2 1+s Vs
1 1
1—s 1/2 1 .
277/[E1/)§ds:/( ) / P
0 (¥2) h \1+s 1 | [ v L:o

- Altaldnosabban is igaz, ha X lokalis martingal egy B Brown mozgas természetes filtraciéjaban, akkor
X =Xo+I(p), ¢ € £,ahol ¢ ,lényegében” egyértelm(i és ha X négyzetesen integralhato, akkor ¢ € S.



Példa folytatasa

- ft2) =@ A
° fzt+ %fzzf = z(ft+ ﬁfzz) =0

> 0<t<l f,+1 52z =0aés fsima (0,1) x R halmazon.

t
£o(t, By) = £,(0, B) + /0 fua(s, B,)dB,

: 1/)5 = ]1(5<1)f1:v(5735)' 1/) €L

. B, _ —1
fmm(szs) @(\/ﬁ)w_ mexp{ 2(1— s} 2(1— 5)32

1) a folytonos, adaptalt (s, B,) mérhet6 fliggvénye, azaz progressziven mérhet6 és

1 1
/ ¢§ds=c~/ exp{—
Jo o

ahol ¢; =sup,. xe * =e ! éscy =sup,.,e 23 < 0.

1
B2 O 1
.mdsgc/ mln(clm—sp,cgm>d5<m ha B, #0
b




Példa olyan lokalis martingalra, ami nem martingal

. f(t,x):é(J%>,U§t<1. ft—i—%fm:Oaésfsima (0,1) x R halmazon.

° f:l;t + %.ﬂl;:l;:z; = axli(ft + %.ﬁl}.’]i) =0

rt
fm(tht) :fm(O,B())-i‘ fzz(szs)stv hat <1
JO

* = ]]-(s<l)fmm(saBs)' el
« X; = f.(0,Bg) + j(')t 1,dB,. X folytonos trajektdriaju lokdlis martingal.

i<, X, = fz(tBt)

. > T B, 1 2
11}111 fo(t,By) = %1}1}99(—@) — 0, a{B;+#0} eseményen.

+ X nem lehet martingal, mert E(X | ) =0 # X, = \/%7

20



Tovabbi példa ¢ € £ integrandusra, amire /(¢) nem martingal

+ X Brown mozgds J -ben. B, = X, — X; az 1 pillanatban Ujra indulé Brown mozgas, §; = F 1.
- B Brown mozgas G-ben. ¢ = X ?1}g o) € £(9).

+ I(p) lokalis martingal.
L(p) :XIQBf»

- X, ~ G, és B, fliggetlensége miatt:
E(|L(0)]) = E(X[2|By|) = E(X;2)E(|By|) = 00, minden ¢ > 0-ra

1(p) lokalis martingal, de nem martingal, mert nem integralhatd valtozokbol all.
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