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Egyszerii integrandusok integralja, 6sszefoglalas

Definicio
A ¢ folyamat egyszert'j integrandus az ?ﬁltrdciéban ha p az F filtraciéhoz adaptadlt, korldtos folyamat és
letezik 0 <ty <ty < --- < t, Ugy, hogy p = ZZ 0 Pt Ltitinn):

B Brown mozgds, ¢ egyszer( integrandus az F filtrdciéban. I,(¢) = >, ¢, (By,  at — Bi,at)-

Jelolés: & az F filtracioban egyszer( integrandusok halmaza.
Allitas
I, : & — L2(Q) jol definidlt, linedris és teljesiti az Ité izometridt:

t
[E(If(w)):/ E(p3)ds, vagy ugyanez mds jeldléssel |I,(0)]z2(0) = |2l L2(2x(0,)
0

@ € Eesetén az I(p) = (I;(p)) =0 folyamat nulldbdl induld, folytonos trajektoridju, négyzetesen
integrdlhaté martingdl.



S-beli integrandusok integralja, 6sszefoglalas

Definicio
+ ¢ :Q x[0,00) — R progressziven mérhet6 az F filtraciéban, ha minden T' > 0-ra a (w,t) - ¢y (w)L<p
leképezés F & B([0, 00)) mérhetd.
« 8§ ={¢ : ¢ progressziven mérheté és minden t > 0-ra JS" E(¢2)ds < oo}
- ") Kkozelité sorozat p-hez, ha |l — ™| 12(0x(0,4) — O minden t-re.

c €S8, t>0. I(p) =lim I,(¢™), ahol ™ € & kézelits sorozat p-hez és a limesz L2-ben értendé.

Allitas (Integral legfontosabb tulajdonsagai)
« p €S, I(p) jol definidlt. ¢ = I(yp) linedris.
« I(p) definidlhatd, folytonos trajektoridji folyamatként. Mindig ezt a vdltozatot értjiik integrdl alatt.

+ I(p) nullabdl indulé, folytonos trajektéridju, négyzetesen integralhaté martingdl. It6 izometria:

t
() 2@) = €l L2(@x(0,e), mds jeldléssel D(I(¢)) = E(I2(¢p)) :/ E(¢2)ds
o



Megallasi id6 (Emlékeztetd)

Definici6
7 : Q0 — [0, 00| valésziniiségi vdltozé megadlldsi idé az F filtraciéban, ha {T <t} € &, minden t > 0-ra.

Allitas

s sy

X, € H}. ERRor T megalldsi idG.

Allitas
Ha T megdlldsi id8, akkor 1y 1 és 1y ;) progressziven mérhetd.

Megalldsi id6k minimuma, maximuma, 6sszege megalldsi id6.



Megallitott integral

Allitas
B Brown mozgds, T megdlldsi id6 az 7 filtrdcidban, p € S(F). ERRor g ;) € S és Iy () = L;(¢1 7).
Mds jelolésekkel [T dB, = [' ol (s<r)dB,.

Lépések
1. 7véges értékkészletli megallasi idé.
2. Ttetszéleges.

Ml ha £ <7< Bl sk <p2n el

= S = <N Bl 1 k4l
r=47 2 2 c sty = | U{rsht -1 B <t}

oo hart>n k=0 ¢

7,, megallasi id6 és 7, \, 7 egy valoészintiséggel, I, (¢) — I;\-(¢) a trajektoriak folytonossaga miatt.

t &
/ [E((Sps:ﬂ-(sg‘rn) - st:ﬂ-(sg‘r))2)d8 = [E(/ (pz:ﬂ-(‘r<s§7'")d5> -0 = It((p:ﬂ-[O,Tn)) - It((p]l[OﬁT]) L2-ben.
JO 0

Ha a véges értékkészletl 7,,-ekre mar kiszamoltuk az allitast, akkor:
Iin (@) = limItATn(SD) = lim[t(‘foﬂ[o,rﬂ]) = ]t(Sﬁjl[O,-r])'



Megallitott integral, véges értékkészletl megallasi idé

Allitas
B Brown mozgds, T véges értékkRészletli megadlldsi id6, ¢ egyszerti integrandus az F filtraciéban. Ekkor
L (0) = L (¢l 7))-

- e & egyszerl. p = Z;& ¢, L, 4,.,) valamely osztépont rendszerrel.
- 7 értékkészlete véges. Feltehetd, hogy {to < t; < - <t, < oo} része.

* pljo 5 egyszerl integrandus, hiszen

r—1 r—1
(Lo, #) = ()L par) = (Z (pti:ﬂ-(te[t,,t1+1))> Locr) = D) @1, 1>t Litelts tinn)
=0 =0

r—1 r—1

]t(@ﬂ[o,r)) = Z ¢t,1(-r>t7¢)<Bt,,,1At - Bt,At) = Z @tl(Bt,,,lAmz - Bt,/wm) = ItM(@)-
i=0 i=0



Megallitott integral, véges értékkészletl megallasi idé

Allitas
B Brown mozgds, T véges értéRkészlet megadlldsi idd, o € S az F filtraciban. ERRor 1y - € S és
Tinr (@) = Li(¢Ljo,7)-

c eS8, ™ e & kbzelits sorozat.
- T értékkészlete véges. Feltehetd, hogy {to < t; < <t.<t,, =00} része.
« ™M1 ;) kbzelitd sorozat plg , € S-hez:

't t N 2
E (/ <¢31(5<7) 505 )]l 5<T)) dS) < / E((‘Ps - @én)) >d5 —0
0 0

It(wl[o,r]) = lim It( ]1[0 T) ) =lim ]tAT((p(‘n)) = [T,AT<¢)
mert [z/\ti(éﬁ(")> = Tipg, () i =0, 7+ 185 Ty =3 ey y Iing,



Sztochasztikus integral kiterjesztése lokalizalassal

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.

Definicidé

£ ={p : p progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ﬂ p2ds < oo egy valészintiséggel};

(7,) lokalizalé megdlldsi id6 sorozat p-hez, ha 7,, — oo egy valészinlséggel és o1y . | € §, azaz
j(')t E(¢21(s<,,))ds < oo minden t és n esetén.

Allitas (Indoklas késébb)
€ £ pontosan akkor ha létezik hozzd lokalizdlé sorozat.
Ha ¢ € £, (7,,) lokalizdlé sorozat p-hez, akkor Ii(1jo,,]) egy valésziniiséggel konvergens és a limesz nem

fligg a lokalizalé sorozat valasztdsatol.

Definici6 (1t6 integral)
w € Lesetén I,(p) =lim I, (¢l - ), ahol (7,,) tetszéleges lokalizdld sorozat y-hez.



Lokalizalo sorozat létezése

Allitas

€ L. ERkor 7,, = inf{t >0 : [*p2ds > n} lokalizdlé megadlldsi idé sorozat p-hez, azaz o1 €S
4 n Ps ¥ 2 [Uan]

- X, = fot ©2ds folytonos trajektoriaja, adaptalt ¢ progressziv mérhetésége miatt.
Lattuk, hogy ezek megallasi id6k.
* Ty < Tpy1, amibéllim 7, létezik.

. fot p2ds < 0o egy valoszinliséggel = lim7,, > ¢ egy valoszinliséggel minden ¢-re, amibél
P(limT, = 00) = 1.

ot tAT,
/ E(ngl(SSTn))ds = E(/ @gd‘;> = [E(Xt/\Tn) <n.
0 0

Megforditas is igaz, de arra nincs sziikségiink.



lim I (¢Ljo,r,1)

Emlékeztetd. o € 8, 7 megallasi id6. Ekkor Iy, () = I;(¢l ).
Allitas

Ha ¢ € £, (7,,) lokalizdlé megdlldsi id6 sorozat w-hez. ERkor I,(1q 1) egy valésziniiséggel konvergens.

- Altaldban 7,,  cc. Itt ezt nem tessziik fel.

+ 7, p megallasi iddk, 1y -, 0l ) € S, ekkor
Lipp(PLi0,7) = L(0Li0,p07)) = Lear(©10 )
+ Az {inf}~,, 7 >t} eseményen
1i(p10,r,1) = Linr, o (PL10,7,1) = Linr, (110, 1) = Te(Lio 7,y ) oo

+ limy, o I (@1 7)) étezik az U, {infy~,, 7, > ¢} majdnem biztos eseményen.

+ Valdjaban azt szamoltuk ki, hogy rogzitett t-re I,(¢1o -, |) egy valoszintiséggel kvazi konstans sorozat.



lim I, (¢ ;) nem fiigg a (7,,) lokalizalé sorozattol

Allitas
Ha ¢ € £, (1,,), (p,,) lokalizdlé megdlldsi id6 sorozatok p-hez. ERRor
limnaoo 15(99]1[0,7”]) = hmnﬁoo ]t(ﬁpjl[(),pn])'

© T1,P1,Ta, P2, --- IS lokalizald sorozat.

© L(@o,r)s Le(0110,p,))s Le(h0, 7)) L (@110, ), -8y ValOszinliséggel konvergens.

+ Minden részsorozatnak ugyanaz a limesze: lim,,_, o Iy (¢1[o 7,]) = limy, o0 I (010 p, ))-



Ito integral tulajdonsagai I.

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.

Definicidé

£ ={p : p progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ﬁ p2ds < oo egy valészintiséggel}
(7,,) lokalizalé megdlldsi id6 sorozat y-hez, ha T,, — oo egy valészinliséggel és 1 . | € S.

p € Lesetén I,(p) = lim I, (¢l 1), ahol (1) tetszéleges lokalizdld sorozat -hez.

+ 8 C L és I, azintegral kiterjesztése. ¢ € 8, 7,, = oo valasztas.
- I, linearis £-en. o, v € L. T, p,, lokalizalé sorozattal. Ekkor 7,, A p,, lokalizalé sorozat az 0sszeghez és
©,-hezis
(0 + c)Ljo,r,np,) = (PLio,7,1) 10,0, +€(¥L10,,1)L(0,r,) € S-

I linearitasat hasznalva S-en:

[t(g) + (‘w) = nhﬁnolo It(((fa + Cl/))]l[().,‘r”/\p,,]) = nh~>n®1<: [t([fgjl[(l,r,,/\pn] + C[t(d)ﬂ[O,TnApn]) = It((fo) + C[t(q/))



It6 integral tulajdonsagai Il.

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.
Definicio

L ={p : @ progressziven mérhet6 és minden t > 0-ra fot p2ds < oo egy valdsziniiséggel};
(7,) lokalizalé megdlldsi id6 sorozat p-hez, ha 7,, — oo egy valdészinliséggel és o1y . | € S.

w € Lesetén I,(p) =lim I, (¢l ;. ), ahol (7,,) tetszéleges lokalizdld sorozat p-hez.

+ ¢ € L. Ekkor I(¢p) (valaszthatd) folytonos trajektdriaju folyamatnak.
Ha (7,) lokalizal6 sorozat w-hez, akkor Iy, () = (¢l - ), azaz 7,-ig a trajektoriak egy
valdszinliséggel folytonosak. 3027, esemény, P(Q;,) = 1 ésw € Q,-re t = I, ()(w) folytonos.
A {limT, = oo} N[, €2, majdnem biztos eseményen ¢ = I;(¢)(w) folytonos.

* p € £ és Tmegallasi id6 estén I, (¢) = I, (¢l 1)
Ugyanis ha 7,, lokalizald sorozat ¢-hez, akkor lokalizald sorozat o1y ,j-hez s és

Iins(p) = lim I\, (o1 - 1) = lim Ii(¢Ljo Lp,7,) = Lt(¢1p0,7))



Lokalis martingal

Definicio
F filtrdcid.

Az X folyamat folytonos trajektoriaju lokalis martingal F -ben, ha létezik megalldsi id6k végtelenbe tarto

ez

(X7)e = XinrLir>0) a megdllitott folyamat.

B Brown mozgds az F filtracidban, a fogalmak erre a parra vonatkoznak.

Allitas

+ Ha 7 megallasi id6, akkor (I7(v)); = Lia-(v), mert Iy(¢) = 0.

* p € L létezik lokalizal6 sorozat, azaz 7, — 00 és 1o ;| € 8.

0,7



It6 integral, 6sszefoglalas

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.
Definicio
£ ={p : p progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ﬁ)t p2ds < oo egy valészintiséggel}

(7,) lokalizalé megdlldsi id6 sorozat p-hez, ha 7,, — oo egy valdszinliséggel és o1y . | € §, azaz
J E(9* <, ))ds < oo minden ¢ és n esetén.

Definicio (1t6 integral)
@ € Lesetén I, (o) =lim I; (¢l 1), ahol (1) tetszéleges lokalizdld sorozat -hez.

« Tjol definialt kiterjeszti az integral S-r6l £-re.

« £33 o I(o) linearis, Iy(yp) = 0.

« p € L esetén I(y) folytonos trajektdriaju, lokalis martingdl, azaz I () nem feltételeniil martingal, de pl.
tetszéleges (7,,) lokalizald sorozatra 1™ (¢) mar az.

€ L, 7megdllasi id6 esetén I7(¢) = I (1o ;), azaz egy egy valészinliségli eseményen
I () = I,(¢1 ;) minden ¢ > O-ra.



Sztochasztikus konvergencia

Emlékeztetd. X, — X, ha minden & > 0-ra P(|X,, — X| > &) — 0.
Allitas
X, 5 X < E(1A|X,—X]) = 0.

c=>:1e>0.
EQ1A|X, — X]) < E(Lx, xj<e)l A X — X]) + E(Lx, x50 A X — X])
<e+P(X,—X|>e)<2, haX, 5 Xésn elég nagy.
« «<: e > 0. Markov egyenl6tlenséghdl

P(IX, — X|>e) SP(IA|X, —X|>end) < %[(1 AlX, — X))
e 5

2

Kovetkezmény

X, 5 X e lim, o E(1A X, — X]) =0 <> lim, o E(1A (X, — X)2) =0

E(1A (X, — X)2) <E(1A|X, — X|) <EV2(1A|X, — X|?)



Szkorohod (Ckopoxopa) egyenlétlenség

Allitas
pel

E(LAT2(p)) < 2[{(1 A [ 993ds>

Az egyenl6tlenség jelentése: Ha o) € £ és f 2")2ds % 0 akkor L (™) 5o,

Kovetkezmény

™, o€ £. Ha [l —p,)2ds = 0, akkor I,(p™) 2 I,(¢)

K6vetkezmény (Dominalt konvergencia tétel)

o™ e £ Ha o™ = o, Vs-re és fot sup,, (¢™)2ds < oo egy valsziniiséggel, akkor I,(o™) EA L(p).

t
/ (" — p,)%ds — 0, mert 4sup(™)? integralhaté majorans
0 n



Szkorohod (Ckopoxop) egyenlétlenség ellendrzése

Auitas
pel
¢ t
[E(l/\[f(go))ﬁ?ﬂi(l/\/ @fds) és [E(l/\sup]f((p)) §5[E(1/\/ <pfds>
Jo o

s<t

« T=inf{t >0 : ['p2ds>1}. T megallasi idé.
* Tine(p) = Li(pLio ), @hol oLy - € S.

LA (@) < ey + 12(@1po,1) = E(LAIZ(9)) <P(1 <) + E(I2(01)0,1))

t t
[P(Tgt):[P(/ p2ds > 1) g[E(l/\/ go%ds)
0 0

ot G
E(It?(qoﬂ[o,ﬂ)):m( / wzmsgﬂds) :E(M / w3d5>
JO JO

+ A sup-os valtozat a Doob momentum egyenl6tlenséget haszndlja az izometria helyett.

+ 1t0 izometriaval



Folytonos trajektoriaju adaptalt folyamat integralja

Tétel
© folytonos trajektoridju, adaptdlt. ERkor o € £ és

a 00
1) = [ @udB,=plimy o, (B = Biys).
0 n—o0 i—0 g @

n

. k) = Skl P11, L I<k) )11 iz1). Minden n, k-ra (1K) egyszert’i.

=22 s lps sy nem egyszer(i, de p € £, és "% 5 o™ minden s-re, tovabba

FEsupy (™
+ Hasonldéan (pé " , a trajektdridk folytonossaga miatt és f qupn( ) ds <tsup,ep 4 2 < co.
+ Dominalt konvergencia tétel szerint:
Ii(p) = plim I (™), I (™) = p-lim I ((™F))
n—o0

k—o0

" k )2d3 < tsupsE[O,t] ‘ros < 00.

nk—1

o0
p-lim [, (p"4)) = p-lim Z s 1o, |<i)(Binis = Bys) =Y i (B

= i=0

—Byps)



+ Bfolytonos trajektériaji, adaptalt. B € § C £. [/ E(B2)ds = [ sds =12/2 < oo

ot
B,dB, = g;hgzijB%<BzA% —By1).

JO

- Csak azok a tagok nem nullak, ahol X < t.t; =t A L jeldléssel
2Y By (By,,~Bi)=) (B}, ~ B} —(B,,~B.)?) =B}~ B}~ (B, ~B,)*
7 7 7

ahol a 2a(b —a) = b*> — a? — (a — b)? Gsszefiiggést hasznaltuk.
© Q=Y ;(Bpizs — By, )% Tudjuk, hogy @, sztochasztikusan konvergal, mert
2(B?—B2-Q,) LA i BydB,. Csak az a kérdés mihez.



Brown mozgas kvadratikus variacioja

Definicio

X folyamat kvadratikus varidciéja a [ X] folyamat, ha tetszéleges ¢t > 0 esetén a [0, t] intervallum minden
végteleniil finomodé6 (m, = {ty =0 < t™ <. <{} =t}) felosztds sorozatdra

[X], = I;’LiiorgQﬁ,,n ahol Q. = Z(Xt;;l = Xn)?

i

+ B Brown mozgas. m = {t, =0 < t; < - <t,.=t}al0,¢] intervallum felosztasa.

E(Qr) = Z(ti+l —t;) =1,
= Z D2((By,,, — B,)?) = Zc(tiﬂ —t;)* < ctmax(t;, —t;) = ct - (7 finomsaga).

Ugyanis a névekmények fiiggetlenek és (B,, | — B,,)? = ( i1 — i) 2% Z ~ N(O 1).c D2(Zz) =2 HF.
- Ham, a [0,1] végteleniil finomod¢ felosztas sorozata, akkor E(|Q, —t[>) =D*(Q,, ) — 0, azaz

Q. —t L*ben = Q, -t = [Bl,=t
Brown mozgasnak létezik kvadratikus variacidja és az az ,,id6".

20



ot
2/ B,dB; = p-lim2 g Bi(B, i1 — By 1)
Jh oo L = z

= Bf - Bg - E’l‘l}g;(Bm

N2 — B2 _
1= Byyi )2 =B —t.

=2B € S, I(p) négyzetesen integralhaté martingal.
A sztochasztikus integral kiszamitasara szolgalé formulaban

/ @, dB, = p—limz @i (B, i — B, 1), hafolytonos adaptalt,
Jo =ee " " "

fontos hogy  értékét a felosztas darab kezdépontjaban nézziik
HF.

3&3223% (Bipist = Byps) = B +t

%32231 12 (Bypsst — Bypi) = B}

t

21



1t6 formula

Tétel
B Brown mozgds az F filtrdciéban, f : [0,00) x R — R C'V2 fiiggvény, azaz 8, f, 0 f, 0o f létezik és
folytonos. ERkor

6,80 = 10,50+ [ @0uf)(s.B)ds+ [ @uf)o BB+ S [ @af)(5.Bu)ds

+ Szokasos jelolés még f, =0\ f [, = Oof, fre = Ooaf-
+ A két id6 integralt szokas 0sszevonni:

t ot
f(tﬁBt) = f(O/BO) +/ (ft + %fla:)(sBs)dg +/ fz(&Ba)st
o o
- Lf=f+ %,ﬁm linedris operator a C'1-2 fiiggvénytéren. Ezt a f(t, B;);>( folyamat generatoranak is
hivjak.
+ Specialis eset, ha f(t,z) = f(x), azaz f nem fiigg az id6t6l. Ekkor

ot 1 ot
f(B)=1(Bo)+ [ f(BaB.+5 [ f(Bods
JO JO
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1t6 formula

Tétel
B Brown mozgds az F filtraciéban, f : [0,00) x R — R C'%2 fiiggvény. ERRor

6,50 = 10,50+ [ 0uf)(s.B)ds+ [ @uf)o BB+ S [ @af) (5B

0 0

« Taylor sorfejtés masodrendig:
f(t7l/) - f(S,{E) = f(t,’lj) - f(S,U) + f(svy) - f(S7l)
= () (57, 9)(t = 5) + (0of)(5,2) (y — ) + (5(Da2f) (5, 2) +7(s,2,y)) (y — )2
cti=tAL

f(t B 0 BO Zf “14+15 B[ +1 f(ti'/BLZ)
*Z OLf) (5, By, )(tip1 — +Z 02 f)(ts, By,)(By, ., — By,)
2262 (ti,B;,)(By,,, — +Z r(ti, By, By, ) (B, — By,)?

23



Taylor sorfejtés, hibatag

« f1:]0,00) x R — R C1:2 fiiggvény. Legyen
w(T;Kv(S): sup |(0§f)(8y)_<622f><571)|

s<T, |z|,|y|I<K, ly—=|<é

Rogzitett T', K > 0 mellett lims_,ow(T, K,§) = 0.

F(tw) = F(5,2) = (t:9) — F(5,9) + F(5,9) — £(5,2)
- g(u) = £(5,2 + (y— 2)u), 9(0) = f(5,2), (1) = £(5,5)
1
9(1) — 9(0) = '(0) + /( §'(u)— g'(0)du = g’ / / (v) — ¢ (0))dudu

+ ¢(0) = (8af)(5,2)(y — ), 07 () = (O21) (s, + u(y — z))(y
F(t9) — F(5,2) = £(t:9) — F(5,9) + F(5,9) — £(5,2)

= ()t y) (1= )+ (0af) (5,2) - (y — 2) + {L(B2F)(5,3) + 1(5,2,9)} - (y — )2
aholt* € (s,t) éshas <T, |z|,|y| < K, |z —y| < I

1 /u(agf)(s, r4v(y—x)) — (02f)(s, x)dvdu| < %w(T, K,9d)
o

[r(s,z,y)| =

2%



Hibatagok osszege

20r(s,2,y)| < w(T,K,5) = sup  |(@2f)(s,y) — (02f)(s.2)|

S<T, ol |y<K, [y—e|<6
has <T,|z|,|y| < K és |z —y| < 4. Ha f € C12, akkor rogzitett T, K > 0 mellett lims_,ow (T, K,§) = 0.
Allitas

B Brown mozgds, t7 =t A £. ERkor p-lim,, oo 3, 7(t?, By, Ben )(Byn | — Byn)? = 0.

X’n, = Z’"(t;l7Bt;‘s Bt;’Al)(Bt;’Al - Bt;‘)27 ‘Xn,‘ < R'H,Q'n,

- ,
ahol R,, = max;|r(¢?, By, Bt;11)| €5 Qn="3(Bin —Bpm)? >t

Rn:m?x]r(t;aBt?,B%)] Tw(t, max|B,|,6(, B, L)), 6B, 2)= max  |B,— Byl
(ngtgvg('u+f)At
) — 0 egy valoszmuseggel hiszen B trajektoriai a [0, t]-en egyenletesen folytonosak

- R, 2 0, Q, Pt — R,Q,, 2o P(|X,| >¢e) <P(R,Q, >¢)—0,amibdl X, 20

o, B,
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Emlékeztetd: Gsszeg, szorzat sztochasztikus limesze

Allitas
X, 5 X,V, 5 Y. Ekkor X, + Y, — X + Yés X,)Y, — XV.

« Osszeg:
P(X,+Y,— (X+Y)|>e) <P(|X, — X| > 3¢e) +P(|Y, —Y|> 1e) 5 0
« Szorzat: X =Y =0
P(X, Y, >¢) <P(X,| >e)+P(|Y,]>1)—0
+ X =0, Ytetszbleges. Ekkor

P(1X,Y|>¢) < P(]Y] >K)+[P<\X"\ > }i() —
limsup P(|X,,Y| > ¢) < inflimsup P(|Y| > K) + [P(\Xn\ > i) = infP(|[Y|> K)=0
n—oo K n—ooo K K

azaz X,Y 5 06s X,)Y, = X,)Y + X,(Y,, = Y) 5 0.

p-lim XY, = p-lim(X,, — X)Y,, + p-lim X(Y,, - V) + XY = XYV

n—oQ n—0o0 n—oo
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