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Megállási idők és progresszív mérhetőség

Definíció
𝜏 ∶ Ω → [0,∞] valószínűségi változó megállási idő az ℱ filtrációban, ha {𝜏 ≤ 𝑡} ∈ ℱ𝑡 minden 𝑡 ≥ 0-ra.

Állítás
𝜏 ∶ Ω → [0,∞] valószínűségi változó.

Ha 𝜏 megállási idő, akkor 𝟙[0,𝜏] és 𝟙[0,𝜏) progresszíven mérhető.

Ha 𝟙[0,𝜏) progresszíven mérhető, akkor 𝜏 megállási idő.

Ha a filtráció jobbról folytonos és 𝟙[0,𝜏] progresszíven mérhető, akkor 𝜏 megállási idő.

Nekünk csak az kell, hogy ha 𝜏 megállási idő, akkor 𝟙[0,𝜏] progresszíven mérhető. Az állítás azt mondja, hogy
𝜑𝟙[0,𝜏) pontosan akkor progresszíven mérhető minden 𝜑 ∈ 𝒮-re, ha 𝜏 megállási idő.

• 𝑋𝑡 = (𝑡 − 𝜏) ∨ 0 definícióval, 𝑋 folytonos trajektóriájú és

{𝑋𝑡 < 𝑐} =
⎧{
⎨{⎩

∅ 𝑐 ≤ 0
{𝜏 > 𝑡 − 𝑐} = {𝜏 ≤ 𝑡 − 𝑐}𝑐 ∈ ℱ(𝑡−𝑐)∨0 ⊂ ℱ𝑡 𝑐 > 0

⟹ 𝑋 adaptált.

• 𝑋 progresszíven mérhető, 𝟙[0,𝜏] = 𝑔(𝑋) is az, ahol 𝑔(𝑥) = 𝟙(𝑥=0).
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Megállított integrál

Állítás
𝐵 Brown mozgás, 𝜏 megállási idő az ℱ filtrációban, 𝜑 ∈ 𝒮(ℱ). Ekkor 𝜑𝟙[0,𝜏] ∈ 𝒮 és 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]).
Más jelölésekkel ∫𝑡∧𝜏

0 𝜑𝑠𝑑𝐵𝑠 = ∫𝑡
0 𝜑𝑠𝟙(𝑠≤𝜏)𝑑𝐵𝑠.

Lépések

1. 𝜏 véges értékkészletű megállási idő.
2. 𝜏 tetszőleges.

𝜏𝑛 =
⎧{
⎨{⎩

𝑘+1
2𝑛 ha 𝑘

2𝑛 ≤ 𝜏 < 𝑘+1
2𝑛 és 𝑘 < 𝑛2𝑛

∞ ha 𝜏 ≥ 𝑛
, {𝜏𝑛 ≤ 𝑡} =

𝑛2𝑛−1
⋃
𝑘=0

⋃
ℓ

{𝜏 ≤ 𝑘+1
2𝑛 − 1

ℓ , 𝑘+1
2𝑛 ≤ 𝑡}

𝜏𝑛 megállási idő és 𝜏𝑛 ↘ 𝜏 egy valószínűséggel, 𝐼𝑡∧𝜏𝑛(𝜑) → 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) a trajektóriák folytonossága miatt.

∫
𝑡

0
𝔼((𝜑𝑠𝟙(𝑠≤𝜏𝑛) − 𝜑𝑠𝟙(𝑠≤𝜏))2)𝑑𝑠 = 𝔼(∫

𝑡

0
𝜑2

𝑠𝟙(𝜏<𝑠≤𝜏𝑛)𝑑𝑠) → 0 ⟹ 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛)) → 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]) 𝐿2-ben.

𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = lim 𝐼𝑡∧𝜏𝑛(𝜑) = lim 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]).
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Megállított integrál, véges értékkészletű megállási idő

Állítás
𝐵 Brown mozgás, 𝜏 véges értékkészletű megállási idő, 𝜑 egyszerű integrandus az ℱ filtrációban. Ekkor
𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏)).

• 𝜑 ∈ ℰ egyszerű. 𝜑 = ∑𝑟−1
𝑖=0 𝜑𝑡𝑖𝟙[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1) valamely osztópont rendszerrel.

• 𝜏 értékkészlete véges. Feltehető, hogy {𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑟 < ∞} része.

• 𝜑𝟙[0,𝜏) egyszerű integrandus, hiszen

(𝜑𝟙[0,𝜏))(𝑡) = 𝜑(𝑡)𝟙(𝑡<𝜏) = (
𝑟−1
∑
𝑖=0

𝜑𝑡𝑖𝟙(𝑡∈[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1)))𝟙(𝑡<𝜏) =
𝑟−1
∑
𝑖=0

𝜑𝑡𝑖𝟙(𝜏>𝑡𝑖)𝟙(𝑡∈[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1))

•

𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏)) =
𝑟−1
∑
𝑖=0

𝜑𝑡𝑖𝟙(𝜏>𝑡𝑖)(𝐵𝑡𝑖+1∧𝑡 − 𝐵𝑡𝑖∧𝑡) =
𝑟−1
∑
𝑖=0

𝜑𝑡𝑖(𝐵𝑡𝑖+1∧𝜏∧𝑡 − 𝐵𝑡𝑖∧𝜏∧𝑡) = 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑).
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Megállított integrál, véges értékkészletű megállási idő

Állítás
𝐵 Brown mozgás, 𝜏 véges értékkészletű megállási idő, 𝜑 ∈ 𝒮 az ℱ filtrációban. Ekkor 𝜑𝟙[0,𝜏] ∈ 𝒮 és
𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]).

• 𝜑 ∈ 𝒮, 𝜑(𝑛) ∈ ℰ közelítő sorozat.

• 𝜏 értékkészlete véges. Feltehető, hogy {𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑟 < 𝑡𝑟+1 = ∞} része.

• 𝜑(𝑛)𝟙[0,𝜏) közelítő sorozat 𝜑𝟙[0,𝜏] ∈ 𝒮-hez:

𝔼(∫
𝑡

0
(𝜑𝑠𝟙(𝑠≤𝜏)) − 𝜑(𝑛)

𝑠 𝟙(𝑠<𝜏))
2
𝑑𝑠) ≤ ∫

𝑡

0
𝔼((𝜑𝑠 − 𝜑(𝑛)

𝑠 )
2
)𝑑𝑠 → 0

•
𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]) = lim 𝐼𝑡(𝜑(𝑛)𝟙[0,𝜏)) = lim 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑(𝑛)) = 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑)

mert 𝐼𝑡∧𝑡𝑖(𝜑(𝑛)) → 𝐼𝑡∧𝑡𝑖(𝜑) 𝑖 = 0,…,𝑟 + 1 és 𝐼𝑡∧𝜏 = ∑𝑖 𝟙(𝜏=𝑡𝑖)𝐼𝑡∧𝑡𝑖.
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Sztochasztikus integrál kiterjesztése lokalizálással

𝐵 Brown mozgás az ℱ filtrációban. Minden fogalom (𝒮, megállási idő, 𝐼) ezekre vonatkozik.

Definíció

ℒ = {𝜑 ∶ 𝜑 progresszíven mérhető és minden 𝑡 ≥ 0-ra ∫𝑡
0 𝜑2

𝑠𝑑𝑠 < ∞ egy valószínűséggel}

(𝜏𝑛) lokalizáló megállási idő sorozat 𝜑-hez, ha 𝜏𝑛 → ∞ egy valószínűséggel és 𝜑𝟙[0,𝜏𝑛] ∈ 𝒮, azaz
∫𝑡
0 𝔼(𝜑2

𝑠𝟙(𝑠≤𝜏𝑛))𝑑𝑠 < ∞ minden 𝑡 és 𝑛 esetén.

Állítás (Indoklás később)
𝜑 ∈ ℒ pontosan akkor ha létezik hozzá lokalizáló sorozat.

Ha 𝜑 ∈ ℒ, (𝜏𝑛) lokalizáló sorozat 𝜑-hez, akkor 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) egy valószínűséggel konvergens és a limesz nem
függ a lokalizáló sorozat választásától.

Definíció (Itô integrál)
𝜑 ∈ ℒ esetén 𝐼𝑡(𝜑) = lim 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]), ahol (𝜏𝑛) tetszőleges lokalizáló sorozat 𝜑-hez.
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Lokalizáló sorozat létezése

Állítás

𝜑 ∈ ℒ. Ekkor 𝜏𝑛 = inf{𝑡 ≥ 0 ∶ ∫𝑡
0 𝜑2

𝑠𝑑𝑠 ≥ 𝑛} lokalizáló megállási idő sorozat 𝜑-hez, azaz 𝜑𝟙[0,𝜏𝑛] ∈ 𝒮.

• 𝑋𝑡 = ∫𝑡
0 𝜑2

𝑠𝑑𝑠 folytonos trajektóriájú, adaptált 𝜑 progresszív mérhetősége miatt.

• 𝜏𝑛 az 𝑋 folytonos trajektóriájú adaptált folyamatra a [𝑛,∞) zárt halmazba történő első belépés ideje.
Láttuk, hogy ezek megállási idők.

• 𝜏𝑛 ≤ 𝜏𝑛+1, amiből lim 𝜏𝑛 létezik.

• ∫𝑡
0 𝜑2

𝑠𝑑𝑠 < ∞ egy valószínűséggel ⟹ lim 𝜏𝑛 > 𝑡 egy valószínűséggel minden 𝑡-re, amiből
ℙ(lim 𝜏𝑛 = ∞) = 1.

•

∫
𝑡

0
𝔼(𝜑2

𝑠𝟙(𝑠≤𝜏𝑛))𝑑𝑠 = 𝔼(∫
𝑡∧𝜏𝑛

0
𝜑2

𝑠𝑑𝑠) = 𝔼(𝑋𝑡∧𝜏𝑛) ≤ 𝑛.

Megfordítás is igaz, de arra nincs szükségünk.
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lim 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛])

Emlékeztető. 𝜑 ∈ 𝒮, 𝜏 megállási idő. Ekkor 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]).

Állítás
Ha 𝜑 ∈ ℒ, (𝜏𝑛) lokalizáló megállási idő sorozat 𝜑-hez. Ekkor 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) egy valószínűséggel konvergens.

• Általában 𝜏𝑛 ↗ ∞. Itt ezt nem tesszük fel.

• 𝜏, 𝜌 megállási idők, 𝜑𝟙[0,𝜏],𝜑𝟙[0,𝜌] ∈ 𝒮, ekkor

𝐼𝑡∧𝜌(𝜑𝟙[0,𝜏]) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜌∧𝜏]) = 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑𝟙[0,𝜌])

• Az {inf𝑘≥𝑛 𝜏𝑘 ≥ 𝑡} eseményen

𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) = 𝐼𝑡∧𝜏𝑛+1(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) = 𝐼𝑡∧𝜏𝑛(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛+1]) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛+1])….

• lim𝑛→∞ 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) létezik az ∪𝑛{inf𝑘≥𝑛 𝜏𝑘 ≥ 𝑡} majdnem biztos eseményen.

• Valójában azt számoltuk ki, hogy rögzített 𝑡-re 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) egy valószínűséggel kvázi konstans sorozat.
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lim 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) nem függ a (𝜏𝑛) lokalizáló sorozattól

Állítás
Ha 𝜑 ∈ ℒ, (𝜏𝑛), (𝜌𝑛) lokalizáló megállási idő sorozatok 𝜑-hez. Ekkor
lim𝑛→∞ 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) = lim𝑛→∞ 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜌𝑛]).

• 𝜏1, 𝜌1, 𝜏2, 𝜌2,… is lokalizáló sorozat.

• 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏1]), 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜌1]), 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏2]), 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜌2]), …egy valószínűséggel konvergens.

• Minden részsorozatnak ugyanaz a limesze: lim𝑛→∞ 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]) = lim𝑛→∞ 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜌𝑛]).
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Itô integrál

𝐵 Brown mozgás az ℱ filtrációban. Minden fogalom (𝒮, megállási idő, 𝐼) ezekre vonatkozik.

Definíció

ℒ = {𝜑 ∶ 𝜑 progresszíven mérhető és minden 𝑡 ≥ 0-ra ∫𝑡
0 𝜑2

𝑠𝑑𝑠 < ∞ egy valószínűséggel}

(𝜏𝑛) lokalizáló megállási idő sorozat 𝜑-hez, ha 𝜏𝑛 → ∞ egy valószínűséggel és 𝜑𝟙[0,𝜏𝑛] ∈ 𝒮.

𝜑 ∈ ℒ esetén 𝐼𝑡(𝜑) = lim 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]), ahol (𝜏𝑛) tetszőleges lokalizáló sorozat 𝜑-hez.

• 𝒮 ⊂ ℒ és 𝐼𝑡 az integrál kiterjesztése. 𝜑 ∈ 𝒮, 𝜏𝑛 = ∞ választás.

• 𝐼𝑡 lineáris ℒ-en. 𝜑,𝜓 ∈ ℒ. 𝜏𝑛, 𝜌𝑛 lokalizáló sorozattal. Ekkor 𝜏𝑛 ∧ 𝜌𝑛 lokalizáló sorozat az összeghez és
𝜑,𝜓-hez is

(𝜑 + 𝑐𝜓)𝟙[0,𝜏𝑛∧𝜌𝑛] = (𝜑𝟙[0,𝜏𝑛])𝟙[0,𝜌𝑛] + 𝑐(𝜓𝟙[0,𝜌𝑛])𝟙[0,𝜏𝑛] ∈ 𝒮.

𝐼 linearitását használva 𝒮-en:

𝐼𝑡(𝜑 + 𝑐𝜓) = lim
𝑛→∞

𝐼𝑡((𝜑 + 𝑐𝜓)𝟙[0,𝜏𝑛∧𝜌𝑛]) = lim
𝑛→∞

𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛∧𝜌𝑛] + 𝑐𝐼𝑡(𝜓𝟙[0,𝜏𝑛∧𝜌𝑛]) = 𝐼𝑡(𝜑) + 𝑐𝐼𝑡(𝜓)
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Lokális martingál

Definíció
ℱ filtráció.

Az 𝑋 folyamat folytonos trajektóriájú lokális martingál ℱ-ben, ha létezik megállási idők végtelenbe tartó
(𝜏𝑛) sorozata úgy, hogy 𝑋𝜏𝑛 folytonos trajektóriájú martingál ℱ-ben minden 𝑛-re, ahol
(𝑋𝜏)𝑡 = 𝑋𝑡∧𝜏𝟙(𝜏>0) a megállított folyamat.

𝐵 Brown mozgás az ℱ filtrációban, a fogalmak erre a párra vonatkoznak.

Állítás
𝜑 ∈ ℒ. Ekkor 𝐼(𝜑) folytonos trajektóriájú lokális martingál.

• Ha 𝜏 megállási idő, akkor (𝐼𝜏(𝜑))𝑡 = 𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]), mert 𝐼0(𝜑) = 0.

• 𝜑 ∈ ℒ létezik lokalizáló sorozat, azaz 𝜏𝑛 → ∞ és 𝜑𝟙[0,𝜏𝑛] ∈ 𝒮.
𝐼𝜏𝑛(𝜑) folytonos trajektóriájú négyzetesen integrálható martingál.
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Itô integrál, összefoglalás

𝐵 Brown mozgás az ℱ filtrációban. Minden fogalom (𝒮, megállási idő, 𝐼) ezekre vonatkozik.

Definíció

ℒ = {𝜑 ∶ 𝜑 progresszíven mérhető és minden 𝑡 ≥ 0-ra ∫𝑡
0 𝜑2

𝑠𝑑𝑠 < ∞ egy valószínűséggel}

(𝜏𝑛) lokalizáló megállási idő sorozat 𝜑-hez, ha 𝜏𝑛 → ∞ egy valószínűséggel és 𝜑𝟙[0,𝜏𝑛] ∈ 𝒮, azaz
∫𝑡
0 𝔼(𝜑2

𝑠𝟙(𝑠≤𝜏𝑛))𝑑𝑠 < ∞ minden 𝑡 és 𝑛 esetén.

Definíció (Itô integrál)
𝜑 ∈ ℒ esetén 𝐼𝑡(𝜑) = lim 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏𝑛]), ahol (𝜏𝑛) tetszőleges lokalizáló sorozat 𝜑-hez.

• 𝐼 jól definiált kiterjeszti az integrál 𝒮-ről ℒ-re.
• ℒ ∋ 𝜑 ↦ 𝐼𝑡(𝜑) lineáris, 𝐼0(𝜑) = 0.
• 𝜑 ∈ 𝒮 esetén 𝐼(𝜑) folytonos trajektóriájú, négyzetesen integrálható martingál (Itô izometria).
• 𝜑 ∈ ℒ esetén 𝐼(𝜑) folytonos trajektóriájú, lokális martingál, azaz 𝐼(𝜑) nem feltételenül martingál, de pl.
tetszőleges (𝜏𝑛) lokalizáló sorozatra 𝐼𝜏𝑛(𝜑) már az.

• 𝜑 ∈ ℒ, 𝜏 megállási idő esetén 𝐼𝜏(𝜑) = 𝐼(𝜑𝟙[0,𝜏]), azaz egy egy valószínűségű eseményen
𝐼𝑡∧𝜏(𝜑) = 𝐼𝑡(𝜑𝟙[0,𝜏]) minden 𝑡 ≥ 0-ra.
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