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Megallasi idok és progressziv mérhet6ség

Definicio

7: Q — [0, 00] valdsziniiségi vdltozé megalldsi id6 az F filtracioban, ha {T <t} € &, minden t > 0-ra.

Allitas

7 : Q — [0, 00] valdsziniiségi valtozo.

Ha 7 megalldsi idé, akkor 1y, ;| és 1y , progressziven mérhetg.

Ha 1y, ; progressziven mérhetd, akkor T megalldsi id6.

Ha a filtrdcid jobbrdl folytonos és 1y, ;1 progressziven mérhet6, akkor T megadlldsi id6.

Nekiink csak az kell, hogy ha 7 megallasi id6, akkor 1|y ;) progressziven mérhetd. Az allitas azt mondja, hogy

1o, pontosan akkor progressziven mérhetS minden ¢ € S-re, ha 7 megallasi id6.

« X; = (t—7) V0 definicidval, X folytonos trajektoriaju és
0 - <0 ,
{X;<c}= =Y X adaptalt.

{r>t—c}={r<t—c}€F 4o T, ¢>0

- X progressziven mérhetd, 1y ;) = g(X) is az, ahol g(z) = 1 (,—q).



Megallitott integral

Allitas

B Brown mozgds, T megdlldsi id6 az 7 filtrdcidban, p € §(F). ERRor plljg ;) € S és Iy () = I;(¢1 ).
Mds jel6lésekkel ["" o dB, = [ @1 (s<rdB,.

Lépések

1. 7véges értékkészletli megallasi idé.

2. Ttetsz6leges.
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T, megallasi id6 és 7, \, 7 egy valésziniiséggel, I, (@) — I;1-(¢) a trajektéridk folytonossaga miatt.

&

t L
/ [E(((Psﬂ(:sg‘r”) - @sﬂ(sg‘l’))2)ds = [E(/ 90?]1(7'<s§r,,)d5) -0 = It(‘tgﬂ[o,r“)) — It(@]l[O,T]) L2-ben.
0 0

Lin(p) =lim Lz, () = lim L (el 7, 1) = Lt($Lo 7)-



Megallitott integral, véges értékkészletl megallasi idé

Allitas
B Brown mozgds, T véges értéRkészletli megdlldsi idé, p egyszerl integrandus az F filtrdciéban. Ekkor
Tinr(0) = Ii(#Lpo,7))-

- e &egyszerl. p = zl’.;} ¢4, 1y, 1,,,) valamely osztopont rendszerrel.
« 7 értékkészlete véges. Feltehet6, hogy {ty < t; < - < t,. < oo} része.

* 1o ;) egyszer(i integrandus, hiszen

r—1 r—1
(801[0,7))(1‘/) = W(t)l(tq) = (Z 99t1,]l(te[t,,,t,,+1)>> ]l(t<r) = Z‘fot,,:n-('r>t7v)1(te[t,¢,ti,1))

=0 =0

=l =1l

It(Sﬁﬂ[o,T)) = Z (totzjl('r>ti)<Btz,l/\t - Bt,m) = Z @tl(Btl,l/\T/\t - Btz/\r/\t) = Iy (p).
i=0 i=0



Megallitott integral, véges értékkészletl megallasi idé

Allitas
B Brown mozgds, T véges értéRkészleti megadlldsi id6, o € S az J filtraciban. ERRor 1y - € S és
It/\‘r(w) = It(‘P]]-[O,T])'

« €S8, ™ e & kbzelits sorozat.
- 7 értékkészlete véges. Feltehetd, hogy {to <t < <t,<t, 4 =00} része.
- ™M1 ;) kozelitd sorozat plg ; € S-hez:
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E </ (Ws:ﬂ'(séﬂ) - 90(3 )1(8<T>) dS) < / E((Sﬁs - 9955 )> )ds —0
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It(Wl[(m]) = lim [t( ]1[0 ) ) = hm]tm—(‘p( ')) = Iipn. ()

mert [t/\zz(éﬁ(n)) = Iy, () 1 =0,..., 7 +18és Lip. =3 Ly Line,-



Sztochasztikus integral kiterjesztése lokalizalassal

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.

Definicidé

£ ={p : p progressziven mérheté és minden t > 0-ra ﬂ p2ds < oo egy valésziniiséggel}

(7,) lokalizalé megdlldsi id6 sorozat p-hez, ha 7,, — oo egy valészinlséggel és o1y . | € §, azaz
JE(921(5<r,))ds < 0o minden ¢ és n esetén.

Allitas (Indoklas késébb)
€ £ pontosan akkor ha létezik hozzd lokalizdlé sorozat.
Ha ¢ € £, (7,,) lokalizdlé sorozat p-hez, akkor Iy(¢ly 1) egy valésziniiséggel konvergens és a limesz nem

fligg a lokalizalé sorozat vdlasztdsatol.

Definici6 (1t6 integral)
w € Lesetén I(p) =lim I, (¢l ;. ), ahol (7,) tetszéleges lokalizdld sorozat y-hez.



Lokalizalo sorozat létezése

Allitas

€ L. ERkor 7,, = inf{t >0 : [*p2ds > n} lokalizdlé megadlldsi idé sorozat p-hez, azaz o1 €S
4 n Ps ¥ 2 [Uan]

- X, = fot ©2ds folytonos trajektoriaja, adaptalt ¢ progressziv mérhetésége miatt.
Lattuk, hogy ezek megallasi id6k.
* Ty < Tpy1, amibéllim 7, létezik.

. fot p2ds < 0o egy valoszinliséggel = lim7,, > ¢ egy valoszinliséggel minden ¢-re, amibél
P(limT, = 00) = 1.

ot tAT,
/ E(ngl(SSTn))ds = E(/ @gd‘;> = [E(Xt/\Tn) <n.
0 0

Megforditas is igaz, de arra nincs sziikségiink.



lim I (¢Ljo,r,1)

Emlékeztetd. € &, 7 megallasi id8. Ekkor Iy, () = I, (41 7).
Allitas

Ha ¢ € £, (7,,) lokalizdlé megdlldsi id6 sorozat w-hez. ERRor I,(p1q . 1) egy valésziniiséggel konvergens.

- Altaldban 7,,  co. Itt ezt nem tessziik fel.

* 7, p megallasi id6k, 1 -, p1jo ) € S, ekkor
Lipp(110,77) = 1e(1 0, pnr) = Liar(91)0,0))
+ Az {inf}~,, 7 >t} eseményen
Li(eLio,7,1) = Linr,., (PL0,7,)) = Linr, (P10, 1)) = Le(@L0,r, ) -

o limy, o I (@1 7, 1) étezik az U, {infy-,, 7, > ¢} majdnem biztos eseményen.

« Valdjaban azt szamoltuk ki, hogy rogzitett ¢-re It(gojl[oﬂ]) egy valoszintiséggel kvazi konstans sorozat.



lim I, (¢ ;) nem fiigg a (7,,) lokalizalé sorozattol

Allitas
Ha ¢ € £, (1,,), (p,,) lokalizdlé megdlldsi id6 sorozatok p-hez. ERRor
limnaoo 15(99]1[0,7”]) = hmnﬁoo ]t(ﬁpjl[(),pn])'

© T1,P1,Ta, P2, --- IS lokalizald sorozat.

© L(@o,r)s Le(0110,p,))s Le(h0, 7)) L (@110, ), -8y ValOszinliséggel konvergens.

+ Minden részsorozatnak ugyanaz a limesze: lim,,_, o Iy (¢1[o 7,]) = limy, o0 I (010 p, ))-



Ito integral

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.

Definici6é

£ ={p : p progressziven mérheté és minden t > 0-ra ﬂ p2ds < oo egy valésziniiséggel}
(7,,) lokalizalé megdildsi id6 sorozat y-hez, ha T,, — oo egy valészinliséggel és 1 .. | € S.

@ € L esetén I,(p) = lim I, (¢l - ), ahol (7,,) tetszéleges lokalizdld sorozat y-hez.

« 8§ C L és I, azintegral kiterjesztése. ¢ € 8, 7,, = oo vélasztas.
+ I, linearis L-en. ¢, € L. T, p,, lokalizalé sorozattal. Ekkor 7,, A p,, lokalizalé sorozat az 6sszeghez és
p,1-hezis
(e + )0, np,) = (PL10,7,1)L0,,] F (¥Lp0,p,1)Lj0,r,] € S-

I linearitasat hasznalva S-en:

It(SO + CLZJ) = nlL)HOlo If(((lo + Cw)]l[(),r”/\pn]) = nlgrolc It(991[0,T,LAp,,L] + CIt(wﬂ-[O,T,,,Ap,L]) = IT(‘P) + LIL‘(U")



Lokalis martingal

Definicio
F filtrdcid.

Az X folyamat folytonos trajektoriaju lokalis martingal F -ben, ha létezik megalldsi id6k végtelenbe tarto

ez

(X7)e = XinrLir>0) a megdllitott folyamat.

B Brown mozgds az F filtracidban, a fogalmak erre a parra vonatkoznak.

Allitas

+ Ha 7megallasi id8, akkor (I7(p)); = L1, (@) = L1 (¢l 7)), mert [o(¢) = 0.

* p € L létezik lokalizal6 sorozat, azaz 7, — 00 és 1o ;| € 5.

0,7



It6 integral, 6sszefoglalas

B Brown mozgas az  filtraciéban. Minden fogalom (S, megallasi id6, I) ezekre vonatkozik.
Definicio
£ ={p : p progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ﬁ)t p2ds < oo egy valészintiséggel}

(7,) lokalizalé megdlldsi id6 sorozat p-hez, ha 7,, — oo egy valdszinliséggel és o1y . | € §, azaz
J E(9* <, ))ds < oo minden ¢ és n esetén.

Definicio (1t6 integral)
@ € Lesetén I, (o) =lim I; (¢l 1), ahol (1) tetszéleges lokalizdld sorozat -hez.

« Tjol definialt kiterjeszti az integral S-r6l £-re.

« £33 o I(o) linearis, Iy(yp) = 0.

« p € L esetén I(y) folytonos trajektdriaju, lokalis martingdl, azaz I () nem feltételeniil martingal, de pl.
tetszéleges (7,,) lokalizald sorozatra 1™ (¢) mar az.

€ L, 7megdllasi id6 esetén I7(¢) = I (1o ;), azaz egy egy valészinliségli eseményen
I () = I,(¢1 ;) minden ¢ > O-ra.



