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I1t6 izometria I.

Egy folyamat névekményei ortogonalisak, ha egymasba nem nyulé intervallumokon vett névekmények
szorzata nulla varhaté értékd.

Allitas
M nulldbdl induld, négyzetesen integrdlhaté martingdl. ERRor M n6vekményei ortogondlisak, és
tetszéleges ty = 0 < ty < --- < t, = t osztépont rendszerre:

E(M?) Z[E( M, —M,)?)

. t0:0<t] <<t7:tO§Z<]<T,ekk0rtl<t7+] St]és
E((M,,,, — M, )(M,,, —M,) | F,) = (My,,, — M, JE((M,,, — M, )| F,.) =0

M martingal tulajdonsaga miatt.
- Aj=M,, — M, jeldléssel, M, = M, — My =3, A

E?) =E((3,8)°) = Z E(A2)+2) E(AA)) Z:[E(Af).

1<



1t6 izometria Il.

Allitas
M nulldbdl indulo, négyzetesen integralhaté martingdl. ERRor M n6vekményei ortogondlisak, és
tetszbleges to =0 < t; < - <t, =t osztépont rendszerre E(M?) = "1 E((M,, o —My)?)

Kovetkezmény

B Brown mozgds az F filtraciéban, ¢ egyszert integrandus, azaz korldtos, F -adaptalt

cp Zf’(} @1 [t“tz 1) alkalmas {t;} osztépontokkal. I,(w) = >>. ¢y, (By,  ae — By ne)- ERROr
f (p2)ds.
0

+ I(p) négyzetesen integralhaté martingal.
- Feltehetd, hogy t a @ felirdasaban hasznalt osztépont rendszer eleme: t = t.

It( _Itk Zw Bt” Bt) Ai:[tm(@*lt?(%?):9%(Btm*Bt-)-

i<k K
« Az allitas szerint

k—1 tita
)= E(A?), ahol E(A?)=E(¢? (B, —B:,)?) =E(#})(tip1— f):/ E(p?)ds
=0 t

i

Kihasznaltuk, hogy p, ~ F;. L By, | — By, és o =, has € [t;,t; ).



Egyszerii integrandusok integralja, 6sszefoglalas

Definicio
A ¢ folyamat egyszert integrandus az 7 filtraciéban, ha ¢ az F filtrdciohoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 < to <ty < - <t, gy, hogy o =31 @y Ly, 4, -

B Brown mozgds, o egyszer(i integrandus az 7 filtrdciéban. I;(¢) = >, 0. (By, s — Biae)-

Jelolés: & az F filtracioban egyszer( integrandusok halmaza.
Allitas
I, : & — L?(Q) jél definidlt, linedris és teljesiti az It6 izometridt:

G
E(I2(v)) :/ E(p2)ds, vagy ugyanez mds jelléssel | I,()ll2(q) = ]l L2x[0,4)
0

p € & esetén az I(p) = (1;(¢))s>0 folyamat nulldbol induld, folytonos trajektéridju, négyzetesen
integrdalhaté martingdl.



Kiterjesztés It izometriaval

Emlékeztetd. L?(Q) teljes, azaz ha (X,,) C L?(Q) Cauchy sorozat (lim,, ,, ., E((X,, — X,,)?) = 0), akkor
létezik L2-beli limesze, azaz létezik X € L?(Q2), amire E((X,, — X)?) — 0.

B Brown mozgas az  filtracidban. B és F adott, minden fogalom ezekre vonatkozik. £ az egyszer(i
integrandusok halmaza.

Definicio

8 ={ : p progressziven mérhetd és minden t > 0-ra ['E(p?)ds < oo}
¢ kdzelité sorozat p-hez ha || — (™| 12(qx[0,) — O minden t-re.
Allitas (Indoklas késébb)

Ha ¢ € 8, akkor létezik ¢™) € & Rozelits sorozat p-hez.

Ha ©(") € & Rozelité sorozat -hez, t > 0, akkor az I,(¢(™) integrdlok L?(Q)-ban konvergdlnak és a limesz
nem fiigg a Rozelitd sorozat valasztdsatol.

Definicio
ped t>0.

I,(9) = [} psdBy =lim I,(¢(™)), ahol o™ € & kizelits sorozat p-hez és a limesz L2-ben értends.



Integral jol definialtsaga

Definicio

¢(") kozelitd sorozat ¢-hez ha || — o™ 12 x(0,) — 0 minden t-re.
Allitas

Ha ¢ € 8, akkor létezik ¢\™) € & kézelité sorozat p-hez.

Ha ™) € & Rézelits sorozat p-hez, t > 0, akkor az I,(p™) integrdlok L?(2)-ban konvergdlnak és a limesz
nem fiigg a Rozelitd sorozat vdlasztdsatol.

« A kozelitd sorozat létezése, technikai jellegli lemma. Most fogadjuk el, a félév vége felé visszatériink ra.
+ Ha o™ kozelité sorozat és t > 0, akkor (™ Cauchy az L2(§2 x [0,]) térben, hiszen

o™ — ™| 120x10.4) < 0 — ™| L2(x0,) + I — 2™ | L2(02x(0,5) = 0 han,m — oo.

o (™) — It(cp ™| L20) = 0™ — @™ || L2 0,1)) 8z It izometria miatt = I,(0(™) is Cauchy az
L2(2) térben. = I,(p™)) kozelit integralok L2-ben konvergalnak.

+ Ha (™) és (") is kozelité sorozat w-hez, akkor

@) —qpn ||Lzszx ) <l — O™ 2 xo,4) + Il — ™ HLZ(QX[O g —0 han—o0

és az izometria miatt 1,(¢(® )flf,(w )) — 0 L2-ben. EbbéL lim I, (™) = lim I, (™).




S-beli integrandusok integralja

Definicid
8 ={p : @ progressziven mérheté és minden t > 0-ra fot E(p?)ds < oo}
¢ kozelitd sorozat p-hez ha | — (™| 12(qx[0,) — O minden t-re.

9 €8,t>0. I,(¢) = lim I,(p™), ahol ™) € & Rézelité sorozat p-hez és a limesz L2-ben értendé.

Egyszerii integrandusok integraljanak tulajdonsagai 6roklédnek S-re:

« 83 ¢ L) linedris. v, € 8, o™ ill. (™) € & kozelitd sorozatokkal. (™) + 14" j6 kdzelité sorozat
¢ +1-hez.

L(p+v) =lm (o™ + ™) = lim I, (™) + L(¢™) = I,(p) + I,(¥).

Hasonléan I,(cy) = lim I,(ce™) = lim cl,(¢™) = cI,(p).
« Io(p) =lim I(¢™) = 0, azaz I () nullabél indulé folyamat.



S-beli integrandusok integralja

Definicio
S ={¢ : ¢ progressziven mérheté és minden ¢t > 0-ra fot E(¢2)ds < co}
") kozelitd sorozat ¢-hez ha [ — o™ 12 x(0,4) — 0 minden t-re.

0 €8,t>0. I,(¢) =lmI,(p™), ahol o™ € & Rozelité sorozat p-hez és a limesz L2-ben értendé.

Egyszerli integrandusok integraljanak tulajdonsagai 6roklédnek S-re:
+ L? konvergenciabdl az L? norma konvergenciaja kdvetkezik:

IZ:(@) L2y = Um[ L (™) 2() = Hm™ | L2(@x(o,0) = 2] L2@x(0,4)

Azaz p € S-re teljesiil az Itd izometria.
« Feltételes varhat6 érték képzés L2-ben folytonos:

E(L,(p) | F5) = E(im I (o™) | F,) =Um E(L, (™) | F,) = lim I, (™) = I,().
Azaz I () martingal.

Osszefoglalva: ¢ € S-re I(¢) nullabél induld, négyzetesen integralhat6 martingal, ami az Itd izometriat
teljesiti. Mi a helyzet a trajektdriak folytonossagaval?



Trajektoriak folytonossaga

- Ha X,, — X L2(Q)-ban és P(X’ = X) =1, akkor X,, — X’ is teljesiil (szintén L2-ben).
Az L2-beli limesz csak nullmértékii eseménytdl eltekintve egyértelmdi.
« peSrel(p)=L?>—1imI,(p™) minden t-re.
+ Kontinuum sok nulla valészintiségli esemény lefedheti (2-t.
Allitas (Indoklas késébb)

p €8, (™) C & kizelité sorozat p-hez. Ha [ o™ — @] 12(ax(0,n)) < 27, akkor egy majdnem biztos €/
eseményen I,((™) Ronvergens minden t-re, és Q'-n I(p) = (lim I,(¢(™)),~ trajektdridi folytonosak.

Kovetkezmény
p €8, I(p) definidlhatd folytonos trajektéridju, adaptdlt folyamatként.

- ) € & kdzelits sorozat p-hez.

le — 2™ r2(@xfo,n)) — 0, = létezik k,,, hogy k = k,-re a baloldal legfeljebb 2.
« ") = Gk teljesiti az allitas feltételét.
« I(y) kiszamithaté I(¢(™) kozelitd integralok segitségével, I,(¢) = lim I,(p(™)) ~ T, egy valésziniiség(i
limesz folytonos trajektériaju folyamatot definial.



Weierstrass kritérium, emlékeztet6

Allitas
fn :10,00) = R, n > 1 folytonos fiiggvények. Ha >~ 1 Asupgc;c,|fni1(t) — fr(t)] < oo, akkor f,(t)
minden ¢ > 0 pontban konvergens és ha f(t) = lim,, f,,(t) a limesz fiiggvény, akkor f folytonos.

@y =SUPg<i<n|frni1(t) — fu(t)], a feltétel szerint "1 A a,, < occ. Ekkor 1 Aa, —0és > a, < co.
ct<n<m-re

|fn fm |<Z‘fk+1 fk ‘<Zak*>0 han — oo

k>n k>n
Azaz (f,(t)) Cauchy sorozat és igy konvergens.

« f(t) =lim fo(t). £:[0,00) = R
[fo(®) = FO) < M | fu(t) = Fn(OI <D 1 fiia () = @) <D ap, hat<n.

m—0o0
k>n k>n
A konvergencia t-ben lokalisan egyenletes.
+ tp € [0,00), & > 0. Elég nagy n-re suptgtnﬂ\f(t) — ) <e.
fn folytonos, = 35 € (0,1), | f.(t) — fu(to)| <& ha |t —ty] <.

|f(t) —f(to)\ < ‘f(t) _fn<t)| + ‘fn(f) _fn(to)‘ + ‘fn(tO) _f<t0)| < 357 ha |t_t0| <4

f folytonos ty-ban, tetszéleges t, € [0, 00)-re.



Integralassal kapott folyamat folytonossaga

Allitas
eS8, (p™) C & kozelits sorozat ¢-hez. Ha o™ — o] p2(qx0,n)) < 27", akkor egy majdnem biztos {0’
eseményen I,((™)) Ronvergens minden t-re, és QV'-n I(p) = (lim I,(¢(™)),~ trajektéridi folytonosak.

+ A Weierstrass kritérium alapjan elég, hogy tetszéleges 1" > 0-ra

Z LA sup [I, (™)) — I, (™)) < co, egy valoszinliséggel
0<t<n

n

o X = J(n+D)) — [(p(M)) = (1) — (7)) folytonos trajektériaji martingal, és a Doob maximal
egyenlétlenség kovetkezménye alapjan

£ (1 Amuplx(") < 2642(1X) < 289 (6)2)

t<n

+ Az It6 izometriat és a haromszog egyenlétlenséget hasznalva

) ( ) ( -
E((X2) = Wn(pl+) = )2 ) = I =02 0, ) < (227772



Integralassal kapott folyamat folytonossaga Il.

Allitas
p €8, (™) C & kzelité sorozat p-hez. Ha [o™ — @] 12(ax(0,n)) < 27", akkor egy majdnem biztos €/
eseményen I,((™) Ronvergens minden t-re, és Q'-n I(p) = (lim I,(¢(™)),~ trajektéridi folytonosak.

kovetkezménye alapjan

[E(l A sup\Xt(n)|) < 2F1/2 (\X;”H) < 2[51/4<(X§,@)2> <2.(2-277)2 /4 = 0212
t<n

+ Beppo-Lévi tétel:

t<n t<n

[E(Z 1A sup\Xi"”) = Z [E<1 A sup\Xi"”) < 202‘”/2 <00

« Innen

Z 1Asupl| I (o) —p™)| = Z 1Asup| X\™| < 0o, egy val-gel, kiilonben a varhat érték oo lenne.
Iy t<n ry t<n

A Weierstrass kritérium hasznalhaté azon az {2’ eseményen, ahol az 0sszeg véges, ami egy valdszintiségl.



