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Ismétlés: martingal diszkrét idében

Definici6é

(M, F ,)n>0 martingdl sorozat, ha

« M, € L' valésziniségi vdltozé minden n > 0-re.

- F, o0algebraés F,, C F,, .1 mindenn > 0-re.

« M, ~ %, minden n > 0-re. Réviden az (M, ),,>( Sorozat adaptalt az (F ,,),,>¢ filtrdciéhoz.
« E(M,,1 | F,) = M, mindenn > 0-re.

+ Az utolsé pontot szokas martingal tulajdonsagnak hivni.
« m,n >0esetén E(M,, | F,) = M, nm, ahol m An = min(m,n).
m < n esetén M,, ~ F,,. m > n-re teljes indukcié és toronyszabaly.
+ A martingdl az ,igazsagos jaték” modellje. pl. pénzérme dobdas sorozatban 1 forintot nyeriink, ha az

eredmény fej és egyet veszitlink ha iras. M,, a tékénk nagysaga az n. dobdas utan. Ekkor M martingal a
természetes filtracidban.



Martingal folytonos idében

Definicio
(M, F 4)¢>0 martingdl sorozat, ha

« M, € L valészinliségi vdltozé minden t > 0-re.

« F,oalgebraés F, C F,,,mindent,s > 0-re.

« My ~ F, minden t > O-re. Roviden az (M)~ folyamat adaptalt az (F )~ filtrdciéhoz.
« E(My.s| F ;) = M, mindent,s > 0O-re.

+ Az utolsé pontot szokds martingal tulajdonsagnak hivni.

+ t,s>0esetén E(M, | F ) = M, ahol s At =min(s,1).
t < s esetén M, ~ F .. t > s-re a martingal tulajdonsag.

+ A martingal az ,igazsagos jaték” modellje. Pénzligyi matematikaban az eszkdzar folyamat az arazo
mérték alatt martingal.

+ Megmutathatd, hogy (a szokasos feltételek mellett) egy folytonos idejii martingalrél mindig feltehetjiik,
hogy a trajektériak jobbrol folytonosak és balrdl hatarértékkel rendelkeznek, azaz cadlag fiiggvények.
Mi csak folytonos trajektdriju martingalokat fogunk nézni.



Emlékeztetd

Definicio

(M, F 4)¢>0 martingdl sorozat, ha
« M, € L valészinliségi vdltozé minden t > 0-re.
« F,oalgebraés F, C F,,,mindent,s > 0-re.

« M; ~ 7, minden t > 0-re. Roviden az (M,),~ folyamat adaptdlt az (F )~ filtrdciéhoz.
« E(My.s| F ;) = M, mindent,s > 0O-re.

Tétel (Brown mozgas Markov tulajdonsaga)

B Brown mozgds az F filtrdciéban, T' > 0 determinisztikus idépont. X; = By, — By, Gy = F 144 ERRor X
Brown mozgds a G filtrdciéban, igy X fiiggetlen G, = F 1-télL

Allitas
Ha X fiiggetlen A-t6l, és Y ~ A, h mérhet6 és h(X,Y) € L', akkor

E(h(X,Y) [ A) = E(h(X, y))|y-y = E(M(X,Y) | Y)



Példak folytonos idejii martingalokra

B Brown mozgas az  filtraciéban.
+ B martingal az 7 filtracidoban. Ha 0 < s <t
E(B,|Fs)=E(Bs+B,— B; | F ) = Bs + E(B, — B,) = By
+ X, = B? —t. X martingal az 7 filtraciéban.
E(X; | F,) = E((B,+ B, — B2 | #,) —t
=E((z+ Bt — B,)*)|s=p, —t=(a? +t—5)ly=p, —t =B —s =X,
Azt hasznaltuk, hogy = + B; — B, ~ N (z,t — s).

« hp(z) = (71)"612/2<£>n6712/2 az n. Hermite polinom.
pl. hy(x) =z, ho(x) = (22 —1),

Bt:ﬂ.hl<%>, Bg—t:<ﬂ>2.h2<%>.

Altalanositas: M, = t"/2h,,(B,//t) martingal az 7 filtraciéban, ha B Brown mozgas 7 -ben.



Lognormalis varhato értéke, normalis eloszlas momentum generalo fiiggvénye

« Z standard normalis. A € R.

L3N’
f?;?& _ 75 — =ep{3(0 =02 —a?)} exp{he— 122
R I

E(er?) =3V
- Ha X ~ N(p,02),02 >0, akkor X = 407, ahol Z = L(X — p) ~ N(0,1) és
A[X()‘) — [E(e)\X) — [E(e)\(;1+0'Z)) _ ez\;ﬁ—%AQo‘Q

az X valtoz6 momentum generald fliggvénye.
A =1 mellett kapjuk a lognormalis eloszlas varhaté értékét.



Tovabbi martingalok Brown mozgasbal

B Brown mozgas az F filtraciéban.

cAER X, = exp{)\Bt — %)@t}.
Ekkor X martingal az F -filtraciéban. 0 < s < t-re

s

142 _ _1y2 13204 o)_1y2 _ 152,
[E(e)‘BT*E)‘ t|3~s) _ [E(e/\’”/\(Bt Bo)—35X t)‘»sz — eABst g A (t=8)=5 A%t _ AB—5A%s

X neve exponencialis martingal.
- a € R X, = exp{iaB; + ;a?t}.
Ekkor X martingal az # -filtraciéban. 0 < s < t-re

s

[E(eiaBtJr%a% | F ) _ [E(eiaa:Jria(BffBg)Jr%azt>| P
s ) =
_ ez’aBﬁ%a?t[E(em(BFBj))

_ (iiaBSJr%aztf%nQ(tfs) _ ei[YBS‘F%(IQS



Brown mozgas martingal karakterizacioja

Tétel
X nullabdl indulé, folytonos trajektoridju, az F filtrdcidhoz adaptdlt folyamat.

]V[t(a) =exp{iaX; + %ozzt}, t>0
X pontosan akkor Brown mozgds az F filtrdciéban, ha M (®) martingdl az F filtrdciéban Vo € R mellett.

« = kiszamoltuk korabban.

« <. Emlékeztet. X Brown mozgas az F filtracidban, ha nullabdl induld, folytonos trajektoriaju F
adaptélt,és0 < s <tesetén F, L X, — X ~ N(0,t— s).

-+ Kell: 0 < s <tesetén X, — X, fiiggetlen az F , o-algebratél és X, — X, ~ N(0,t — s).

+ Emlékeztetd. Ha E(e?®¥1 ) = E(e’*Y)P(A) minden o € R esetén, akkor Y I A.

- M) martingal tulajdonsaga: ha0 < s <t

ﬂ_:(eiaXﬁr%aQt ?5) :6iaXé+%0¢257 — [E(eioz('Xt—Xs)

F ) _ eféuﬂ(tfs)
s 3

1

F)=e 3900 = [(eeXe X1 ,) = e 3@°-9P(4), VAEZ,
ekkor ugyanis X, — X, karakterisztikus fiiggvénye e~ 2°(t=5) (A = Q) és VA € F  fiiggetlen az
X, — X, valtozotol.

(et XeX,)




Szubmartingal

Definicid
Az (Xy)¢>0 folyamat szubmartingal az (F;),~ filtrdciéban, ha X integrdlhatd vdltozokbdl dll, adaptdlt az
F filtracidhoz és E( X, ¢ | ) > X, minden s,t > 0-ra.

A szubmartingal a nyereséges jaték modellje.
Példak.
+ Ha M martingal F -ben és ¢ konvex fliggvény, ¢(M;) € L* minden ¢-re, akkor (X; = o(M;))s=0

szubmartingal.
Ellendrzés. Jensen egyenlbtlenség, s,t > 0-ra

E(p(Mys) | T¢) 2 o(E(Myys | T4)) = (M,y).

+ M martingal | M| szubmartingal.
+ B Brown mozgas. |B|, B? és exp{B} szubmartingalok.



Doob maximal egyenlétlenség

Allitas (Doob maximal egyenlétlenség, diszkrét idG)
T={tg=0<t; < <t, =t} C[0,00), (Xy, T y)ueT SzUbmartingdl, X* = max,cp X, A >0

AP(X* > A) SE(Xx-on) € AP(X* > A) < E(X 1 xe0n)
s r=inf{u € T : X, > A} Ekkor {7 =t;} € Ty, és M (r_y ) < Xy T(ryy.

AP(T < 00) /\ZF <Z[EX, (r=t))) <Z[E (X F 1)L rry) = E(XiL(r<00))-

« Szigoru egyenl6tlenséges valtozathoz 7 = inf{u € T : X, > \}.



Doob maximal egyenlétlenség, folytonos id6

Allitas (Doob maximal egyenlétlenség)
(X, T) folytonos trajektoridji szubmartingdl, X7 = max,, ; X,, A >0

AP(X; > )) SE(Xd(xisn) € AP(X;>\) SE(XI(xis)

Megjegyzés. Elég lenne, hogy X cadlag.

- {0,t} cT, C T,,1,U,T, slrl, pl. bévebb mint Q N[0, ].
° Yvn, = InaxueTn Xu'
max X, =Y, < max X, =Y, “supX, =X}
u<t ’

ueT, teT 41

AP(X; > ) (U Y, > A = Jim AP(Y, > A) < lim [E(Xt v,>x) = E(Xel(xesn)

+ >-hez, A\ — 1/n mellett az igazolt valtozat és n — cc.

Kovetkezmény

Ha X nem negativ folytonos trajektéridjti szubmartingdl, akkor P(X; > X) < $E(Xy).



Maximal egyenlétlenség kovetkezménye

Allitas
X folytonos trajektoridju martingdl. ERRor

E(1Amax|X,|) <2,/E(1X/])

+ Y = | X]| folytonos trajektéridju szubmartingal. Emlékeztet6:
X, > X, E(X||F,) >EX,|F,)=X, has<t

—X-reis felirva E(|.X,||F 5) > max(X,, —X,) = | X,
«e>0-ra
EAAYY) =E(AAY* ) L yece) FE(AAY*)Liyusg)) Se+P(Y >e) <e+ %[E(Yt) <2V/E(Y).

Az utolsé lépésben £ = E1/2(Y;) = (] X],) valasztast hasznaljuk, ha az pozitiv. Ha E(Y;) = 0, akkor a
baloldal is nulla.



Integral, motivacio

* (S¢)iefo, 1) @ részvényar folyamat. ¢ — S, folytonos.

* (¢t)epo,1) @ kereskedési stratégia. ¢, a ¢ pillanatban birtokolt részvények darabszama. ¢ szakaszonként
konstans, csaka 0 =ty <t; <ty < - <t, < Tidépontokban kereskedhetiink.

+ Ha részvényt eladunk, vagy vasarolunk az a bankszamlakrol torténik. Betéti és hitel kamatrata is 0. A
kereskedési stratégia onfinanszirozo.

+ At pillanatban a portfolié értéke V.
Vi=@0tSi 4+ By =04, . Se+ By = 04, . (S — Sy, ) +Viyy haty <t <ty
Onfinanszirozas miatt V, . =V, _ és
Vi=VW+ Z‘ptl(stwl - Stl) + %k(sz - Stk)v hat, <t <t
i<k
Rovidebb frasmod

7

Vt = VO + Z‘ptq(stfﬂ/\t - Stmt) = VO +/ @udsu
7 0



« Egyszerl integrandusok integralja, mint az el6zé dian.

martingdl, ami az It izometridt is teljesiti.
- Kiterjesztés, izometriat hasznalva.
+ Tovabbi kiterjesztés lokalizalassal.

+ It formula, It6 folyamat.

Mirél nem lesz sz6?

Az elmélet teljesen analdg.
Nincs ra idénk.

- Altaldnos szemimartingalok szerinti integral.



Egyszerli integrandusok

Definicidé

A ¢ folyamat egyszer( integrandus az & filtraciéban, ha ¢ az F filtraciohoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 <ty <ty < --- < t, Ugy, hogy

Y= Z‘Pt [istis1) ()

c Py = Z, 0 Pl t:0))(8) = @y, ha s € [ty t,1) és g nulla, ha a felosztasnak nincs olyan tagja,
aminek s eleme.

*  adaptalt, ezért o, ~ 7. afeliras mindegyik tagjaban.
- i korlatos, azaz létezik K € R amire |¢| < K ésigy |p, | < K.

- ¢ felirasa (x) alakban nem egyértelm(. A ¢y < ¢, < -+ < t,. osztopontoknak csak az a szerepe, hogy ¢
értéke ezeken az idépontokon kiviil nem valtozhat.
Uj osztépontok hozza vételével ez a tulajdonsag megmarad.



Definicio
A ¢ folyamat egyszer( integrandus az F filtraciéban, ha ¢ az F filtraciohoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 < to <ty < - <t, Ugy, hogy o = 37— ¢ 11y

itit1)
B Brown mozgas az F filtraciéban.
« K > 0 rogzitett.
n—1
p= Bilip,|<k)lk w1
k=0 " )
© egyszerd.

n—1

=2 Biljs ra,
gl

Nem egyszer(i, mert nem korlatos. Tetszéleges K-ra P(¢y,, > K) > 0!



Definicio
A ¢ folyamat egyszert integrandus az F filtraciéban, ha ¢ az F filtrdciohoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 < to <ty < - <t, gy, hogy o =37 @, 1

irtiv1)

B Brown mozgas az & filtraciéban.

p= Z sign(By) 1 k1), aholsign(z) =1 (,-0) — L(z<0) az eldjel fliggvény.
k=0

Nem egyszer(i, mert a ,lépcs6k” szama nem véges. P(sign(By,) = 0) = 0 minden k > 1-re.

Y= Sign<Bl):ﬂ-[071:)

Nem egyszerd, mert nem adaptalt.
o = sign(By) nem mérhetd az F  o-algebrara, mert fiiggetlen téle és nem elfajult eloszlasu.

HF. Egyszer( integrandusok 0sszege, szorzata, skalar szorosa egyszer( integrandus.



Egyszerii integrandusok integralja

Definicio
A ¢ folyamat egyszert integrandus az 7 filtraciéban, ha ¢ az F filtrdciohoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 < to <ty < - <t, gy, hogy o =31 @ Ly, 4, 1)

Definicio
B Brown mozgds, ¢ egyszerl integrandus az F filtrdciéban.

“
L(p) = / psdBs = Z %i(Bti_lAt - Bti/\t)
0 i
I(p) az integrdldssal kapott folyamat.

A [0,¢] intervallumot felbontjuk a ¢; osztépontokkal és minden darabon a B ndvekményét o aktudlis
értékével felszorozva osszeadjuk.



Egyszerii integrandusok integralja

Definicio

A ¢ folyamat egyszerl'j integrandus az ?ﬁltrdciéban ha ¢ az F filtrdcidhoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 <ty <ty <--- < t, Ugy, hogy o = 27 o0 Pt L

istit1)”

B Brown mozgds,  egyszer(i integrandus az 7 filtrdciéban. I;(¢) = >, 0y, (By, s — Biae)-

« I(yp) jol definialt, azaz nem fligg az osztépont rendszer megvalasztasatdl. Azaz, ha
Y= Z 991‘7 [tistiv1) Z(ps G] Sjy1)? = Vi 2 07 Z (,91 q+1Af Bf,l/\t> = ZJ <1‘98](BSJJrl/\tiB,s'j/\t)'

« Ha {tg,ty,....t,} C {so,sl, ...» 84}, akkor vilagos, mert minden (t; A t,t,,1 At) intervallumot tovdbb
osztottunk:

Z ’»Ds](Bs]“/\t B, At) Z Z (fos](Bs]HAt - Bs]/\t)
J

3:[s5:8541)Cltistisa)
= Z Pt; Z (st,mt 5 AL) Z ~f9t ,Hms - Bt,,/\t)
i Ji[855841)Cltistiv1)
- {t’}, {t7} esetén legyen {s;} a két osztopontrendszer unidja. Mindkét 6sszeg az {s;, }-bdl szamolt
5 5 k k
osszeggel egyezik meg.



Integral tulajdonsagai

Definicio
A ¢ folyamat egyszer( integrandus az F filtraciéban, ha ¢ az F filtraciohoz adaptdlt, korldtos folyamat és
létezik 0 < to <ty < - <t,ugy, hogy o =310 @y Ly, 4, -

B Brown mozgds, ¢ egyszer( integrandus az F filtrdcioban. I,(¢) = >, ¢, (By, ¢ — Bi,at)-

« Lattuk, hogy I(¢) jol definialt.

« o I(p) linearis. I(cp) =cI(p) HF.
Ha ¢, 1 egyszerl integrandusok, akkor felirhatéak k6zos osztdpont rendszert hasznalva

PHY=> el T D Vet = )@+ Vit
i @

2

amibol
Lp+v) = Z(vﬁ + )4, (B, nt — Biae) = Ii(0) + I()

2



Integral tulajdonsagai

Definicio
A ¢ folyamat egyszer( integrandus az F filtraciéban, ha ¢ az F filtraciohoz adaptalt, korldtos folyamat és

létezik 0 < to <ty < - <t,ugy, hogy o =3"1"0 s Ay, 4. )

B Brown mozgds, ¢ egyszer( integrandus az F filtrdcioban. I,(¢) = >, ¢, (By,  at — Bi,at)-

Tétel
B Brown mozgds, ¢ egyszer( integrandus az F filtrdciéban. ERRor I () nulldbél induld, folytonos
trajektoridju, négyzetesen integralhaté martingal & -ben, amire

E(Li(p)) = E(Io(#)) =0,

D2(I()) = E(I2(p)) =/0t[5(s03)d5 (x)

(*) 0sszefiiggés neve: Itd izometria, mert azt allitja, hogy ||7,(¢)[| 122y = €] L2(2x[0,1))-
Egy (X})s>o folyamat négyzetesen integralhato, ha E£(X?) < oo minden ¢-re.

20



Integralassal kapott folyamat tulajdonsagainak ellendrzése

Allitas
B Brown mozgds az F filtraciéban, ¢ egyszer( integrandus, azaz korldtos, F -adaptalt
p= ZZ:& @1, 1, 1.,y alkalmas {t;} osztépontokkal. I,(0) = >, 04, (B,  nt — Bi,ne)-

ERkor I () nulldbél induld, folytonos trajektoridji, négyzetesen integrdlhaté, F -adaptdlt folyamat.

° ]0(99) = ZZ @t,v(Bti,lA() - Bt,m)) =0.
* t= By, folytonos, t = I,(i) folytonos fiiggvények véletlen egyiitthatos linedris kombinaciéja, azaz
t +— I,(¢) folytonos.
. [E(((ptl(BtZ“/\t - Bzmt))2> < K2(tq —t;), ha o < K.
I, () véges sok négyzetesen integralhato valtozd Gsszege, maga is négyzetesen integralhatd.
(Haromszdg egyenlbtlenség: | X + Y 12y < [ X p2q) + Y l2)
- Adaptaltsag:
Li(p) = Z@t,(BtHLAt - Btl/\t) = Z Wt1<Bt,,l/\t - Bt,mﬁ)
i

it <t

Mivel ¢, B adaptalt folyamatok az  filtraciohoz, ¢, , B; pr ~ F 4, hat; <t és Ii(o) ~ F .

21



Integralassal kapott folyamat martingal tulajdonsaga

Allitas

B Brown mozgds az F filtrdaciéban, ¢ egyszert integrandus, azaz korldtos, F -adaptalt
p=3m1 @1, 1t 1,.,) alkalmas {t;} osztépontokkal. I;(p) =", @4, (By,  nt — Bi,ae)-
ERrkor I(p) martingdl.

+ I(p) integralhatd (s6t négyzetesen integralhatd) valtozokbdl alld, F adaptalt folyamat, csak a martingal
tulajdonségot kell ellendrizni: 0 < s < t esetén E(I;(p)|F 5) = Is(¢p).
+ Feltehetd hogy s,t a o felirdsaban hasznalt osztopont rendszerhez tartozik: s = t, t = t,, k < /.
« I,(¢) Osszeg alaku, elég a feltételes varhato értéket tagonként szamolni.
L(p) = Z%T(Btmms - Bt,mt) = Z‘Pzﬁ?(BtHl - Bt)a L(p) = Z‘Pti(BtM - Bti)
i i<l i<k
« Tetsz6leges i-re, B martingal tulajdonsagabol

[E(%Z(Btm - Btl) ?zz) = @tz[(BtHl - BtL "?tl) =0

¢ (By,., — B, i<k
{E(%(Bt,b+l—3tl>|5zk)—{ t(Briy = B) ) = EL(p) | Fs) =L(p).
E(E(¢s,(Br,,, —Bi) | F1) | T4, ) =0 ik
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I1t6 izometria I.

Egy folyamat névekményei ortogonalisak, ha egymasba nem nyulé intervallumokon vett névekmények
szorzata nulla varhaté értékd.

Allitas
M nulldbdl induld, négyzetesen integrdlhaté martingdl. ERRor M n6vekményei ortogondlisak, és
tetszéleges ty = 0 < ty < --- < t, = t osztépont rendszerre:

E(M?) Z[E( M, —M,)?)

. t0:0<t] <<t7:tO§Z<]<T,ekk0rtl<t7+] St]és
E((M,,,, — M, )(M,,, —M,) | F,) = (My,,, — M, JE((M,,, — M, )| F,.) =0

M martingal tulajdonsaga miatt.
- Aj=M,, — M, jeldléssel, M, = M, — My =3, A

E?) =E((3,8)°) = Z E(A2)+2) E(AA)) Z:[E(Af).

1<
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