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Ismétlés: feltételes varhato érték

Definicio
X € L' valészindségi vdltozd, A o-algebra. E(X | A) olyan A mérhetd, integrdlhatd vdltozé, ami teljesiti a

parcidlis atlagoldsi tulajdonsdgot:

E(X1,)=E(E(X]|A)Ls), minden A€ A-re.
Jelélés: P(A| A)=E(1,4|A)

- Ez valéjaban egy Radon-Nikodym derivalt, ;1(A) = E(X1 ,4) véges eldjeles mérték .A-n, ami P| 4-re
nézve abszolut folytonos. E(X | A) = d(uil\l,,
X € L esetén létezik és lényegében egyértelm(, Z, Z’ ~ A mindkett6 teljesiti a parcidlis atlagolasi
tulajdonsagot (X, A)-fel, akkor P(Z = Z") = 1.
- Jelolés: ha A = o (Y), akkor E(X | A) = E(X|Y). Ekkor E(X | Y) = g(Y) alaku, ahol g Borel mérhetd.
- Szemléletes jelentés g(y) = lim_ ,o E(X | |Y —y| < &) (Yeloszlasa szerint majdnem minden y-ra).
- Ha Ydiszkét, P(Y =y) > 0, akkor g(y) = E(X | Y =y). Ezt a jeldlést szokas hasznalni, a g fliggvényre,
akkor is ha Y'nem diszkrét.
« Ha X € L2 akkor E(X | A) € L? és X — E(X | A) merbleges L2(A)-re. E(X | A) nem mas, mint X
vetiilete L2(.A)-re. ;




Ismétlés: feltételes varhato érték, szamolasi szabalyok

Definicidé (Emlékeztetd)
X € L' valészindségi vdltozd, A o-algebra. E(X | A) olyan A mérhetd, integrdlhatd vdltozé, ami teljesiti a
parcidlis atlagoldsi tulajdonsdgot:

E(X1,)=E(E(X]|A)Ls), minden A€ A-re.

E(X]Y).
+ Ha Ydiszkrét, akkor E(X | Y) = g(Y'),ahol g(y) = E(X |Y =y) = (Y 3 E(XLy—y))
Ugyanis A € o(Y') akkor A={Y € H} és
E(9(Y)Liyem) =Y 9(®)P )= E(XLy—y) = E(XLyven)

yeH yeH
Ha (X,Y")-nak létezik egyiittes stirliségfiiggvénye, akkor E(h(X) | Y) = g(Y"), ahol

g(y)—/i(J i p

E(9(Y)Lvem) = /H o) fyly)dy = /H /h(m)fx,y(x,y)dxdy: E(h(X)yem)



A leggyakrabban hasznalt 6sszefiiggés

Allitas
Ha X fiiggetlen A-t6l, és Y ~ A, h mérhet6 és h(X,Y) € L', akkor

E(h(X,Y) | A) = E(h(X, y))|y-y = E(h(X,Y) | Y)

A formula akkor is igaz, ha X, Y'vektorvaltozd, vagy folyamat.
1. eset A=0(Y)

+ Kell g mérhet6, amivel E(h(X,Y)Liyem)) = E(9(Y)Liyen))
« X, Yfiiggetlen, emiatt az egyiittes eloszlas szorzat alaku

[E(h(X Y)1 YeH) /h(x U)]l(yeH Qx y(dz,dy)

= /'L;,,em /'h<x,y>@x<da:>c2y<dy> = E(g(Y)Lyen)
ahol

o) = / h(,y)Qx(dz) = E(h(X, 1))



A leggyakrabban hasznalt 6sszefiiggés

Allitas
Ha X fiiggetlen A-t6l, és Y ~ A, h mérhet6 és h(X,Y) € L', akkor

E(h(X,Y)|A) =EX,y))|,~y=ER(X,Y)|Y)

Y=

2. eset A tetszéleges a feltételnek eleget tevé o algebra

+ g(y) = E(h(X,y)) mérhetd fliggvény (Ez a Fubini tétel kdvetkezménye).

« g(Y') ~ A, vagyis csak a parcialis 4tlagolasi tulajdonsagot kell ellendrizni.
E(h(X,Y)14) =E(g(Y)L,4), minden A € A eseményre

+ Ac A HaP(A) =0 esetén mindkét oldal nulla.

- A€ A P(A) >0 esetén legyen Q(H) =P(H|A) = [Ep(nH

Fi5)-

QX €H,YeH,)= ﬁEP(1<X€HI)1<Y€H2)1A) =P(X € H)QY € Hy), Lyemyla~ALX

- Mivel P és Q alatt X eloszlasa ugyanaz g(y) = Ep(h(X, 1)) = Eq(h(X,y)) és Eo(h(X,Y)[Y) = g(Y).
E(h(X,Y)14) = P(A)Eg(h(X,Y)) = P(A)Eq(g(Y)) = Ep(g(Y)14)



Brown mozgas Markov tulajdonsaga

Allitas (Korabban lattuk)
B Brown mozgds az F filtrdcioban, T' > 0 determinisztikus idépont. X; = By, ; — By, Gy = F 4. ERRor X

Brown mozgds a G filtraciéban, igy X fiiggetlen a G, = F 1 o-algebratol.

Definicio
(X¢)¢=0 Markov folyamat az (F )~ filtrdciéban, ha X adaptdlt F -hez és tetszéleges 0 < s,t esetén

P(Xyys € H| Fy) = P(Xy, s € H| Xy).

. X jovébeli viselkedése, csak az aktudlis dllapoton keresztiil fligg a multtol”

Ha B Brown mozgas 7 -ben, akkor ¢ idépontban ujrainduld folyamat X, = B, , — B;, s > 0 fiiggetlen J;-t6l
és
P(Bys €H|F) =PB,+ X, € H| F) =Pz + X, € H)|,_p, = P(Byys € H|B,)
Azaz B Markov folyamat F -ben.
A Markov tulajdonsagot implicit médon hasznaljak a pénziigyi matematikaban, amikor azt teszik fel, hogy egy

szarmaztatott termék ara ¢t-ben, csak az aktualis araktol fiigg.



Ismétlés: feltételes varhato érték, tulajdonsagok

Definicid (Emlékeztetd)
X € L' valésziniiségi vdltozd, A o-algebra. E(X | A) olyan A mérhetd, integrdlhatd vdltozé, ami teljesiti a

parcidlis atlagoldsi tulajdonsdgot:

E(X14)=EE(X|A)L,), minden A€ A-re.

- HaZ~AésE(Z1,4)=0minden A € A-re, akkor P(Z =0) = 1.
Ebbél kovetkezik, hogy a feltételes varhato érték lényegében egyértelmii. Ha Z, Z’ eleget tesz E(X | A)
definiciéjanak, akkor P(Z = Z’) = 1.

« Linearitas. X,Y € LY, E(X + Y| A) = E(X | A) + E(Y] A).
Ellendrzés, a jobb oldal A mérhetd és teljesiti az X + Y-ra vonatkozd parcialis atlagolasi tulajdonsagot.
Ugyanigy kapjuk, hogy E(cX | A) = cE(X | A), haceR.

+ Rendezés tartas. X > 0 X € L!, ekkor E(X | A) > 0 (majdnem biztosan).
Ellendrzés: A= {E(X | A) <0} € AésO0<E(X1,)=EEX|A)L,) <0. —E(X|A)L4 >0nulla
varhato értékkel, ezért majdnem biztosan nulla és igy P(A) = 0.

« A={Q,0}, X € L'. Ekkor E(X | A) = E(X).



Ismétlés: feltételes varhato érték, tulajdonsagok

Definicidé (Emlékeztetd)
X € L' valészindségi vdltozd, A o-algebra. E(X | A) olyan A mérhetd, integrdlhatd vdltozé, ami teljesiti a
parcidlis atlagoldsi tulajdonsdgot:

E(X1,)=E(E(X]|A)Ls), minden A€ A-re.

« Feltételbdl szamolhat6 szorzo6tényezé kiemelhets: X ¢ L, Z ~ A és XZ c L'. Ekkor
E(XZ|A) = ZE(X | A).
Ellendrzés. Z =1 4, A € A valasztassal a parcidlis atlagolasi tulajdonsagbdl kovetkezik.
Linearitassal kiterjed tetszéleges Z =", ¢;14, A € A ,1épcsés fliggvényre”.
Limeszeléssel tetsz6leges Z-re atvihetd.
+ Jensen egyenl6tlenség: ¢ konvex X, (X)) € LL. Ekkor p(E(X | A)) < E(p(X) | A).
pl. () =22, X € L?, ekkor E2(X | A) < E(X? | A).
Ellendrzés.
e(y) = ¢(@) + ¢’ (z)(y — )
y helyére X, x helyére £(X | A)-et irunk és feltételes varhaté értéket vesziink.



Ismétlés: feltételes varhato érték, tulajdonsagok

Definicidé (Emlékeztetd)
X € L' valészindségi vdltozd, A o-algebra. E(X | A) olyan A mérhetd, integrdlhatd vdltozé, ami teljesiti a
parcidlis atlagoldsi tulajdonsdgot:

E(X1,)=E(E(X]|A)Ls), minden A€ A-re.

-+ hmérheté h(X,Y) € L', Y ~ A. Ekkor E(h(X,Y) | A) = E(M(X,y))|,—y = E(h(X,Y) | ).
Specialis esetek:
Y =0, azaz h(z,y) = h(z). Ha X L A, akkor E(h(X) | A) = E(h(X)).
X =0,azaz h(z,y) = h(y). Ha Y ~ A, akkor E(h(Y") | A) = h(Y').
c A={0,0}, E(X| A) =E(X).
Ugyanis A 1 X.
+ Toronyszabaly, vagy teljes varhato érték tétel. A és B o-algebrak. A C B. Ekkor
E(X|A) =EEX|B)|A).
Ellenérzés. Ac AC B, Y =E(X|B)
BEY]A)La) =E(YL4) =EE(X | B)1a) = E(X1y).
Kovetkezmény. Teljes varhaté érték tétel: E(X) = E(E(X | A)). 8



Ismétlés: feltételes varhato érték, folytonossag

Definicidé (Emlékeztetd)
X € L' valészindségi vdltozd, A o-algebra. E(X | A) olyan A mérhetd, integrdlhatd vdltozé, ami teljesiti a

parcidlis atlagoldsi tulajdonsdgot:

E(X1,)=E(E(X]|A)Ls), minden A€ A-re.

Jensen egyenlétlenség: konvex p-re
P(E(X]A)) <E(p(X)]A)

- Kontraktiv tulajdonsag: () = |x|?, p > 1 konvex (derivalt monoton né). Ha E(|X|P) < oo, réviden
X € LP, akkor

[EX AP <E(X|P|A) = E(EX]A)P) <E(|X]P) masképp [E(X|A)], < [X],

ahol | X|, = EV/?(|X|?) az L? norma.
+ Folytonossag: hap > 1, X,, € L?, X,, — X LP-ben, akkor E(X,, | A) — E(X | A) szintén LP-ben.

E(JE(Xy [ A) —E(X]A)P) (X = X[P|A)) = [ X, — X[ =0



Ismétlés: feltételes varhato érték, limesz tételek

Tétel (Beppo Lévi, mas néven monoton konvergencia tétel)
0<X, <X, 1X,—XeL. ERkor E(X,, | A) — E(X | A) egy valészinliséggel és L*-ben.

Tétel (Fatou lemma)
0<X,, X, € L'. Ekkor liminf X,, € L' és

E(liminf, o X,, | A) < liminf, . E(X,, | A)

liminf f,, = sup,, infy~,, fx.

Tétel (Lebesgue, mas néven dominalt konvergencia tétel)
X,, — X egy valosziniiséggel, Y € L' és | X,,| < Yminden n-re. ERkor im E(X,, | A) = E(X | A).

Fatou lemma Y + X, és Y — X, sorozatokra.



