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Idéinverzio

Allitas
B Brown mozgds.

tBy, t>0
x,= e P20
0 t=0

Ekkor X Brown mozgds.

+ Xy =0, X trajektdriaja a (0, 00) nyilt félegyenesen folytonos.
+ X Gauss folyamat: mert (X, ,...,X; ) a (By,, ..., By, ) normalis vektorvltozo lineéris fliggvénye.
« BE(Xy) =tE(Byy) =0,hat>0,ésE(Xy) =0.
+ cov(Xg, X;) =0 =min(¢,0). Ha 0 < s,t, akkor
cov(X,, X;) = cov(sBy s, tBy ) = stcov(By s, By ) = stmin(1/s,1/t) = min(t, s)
- Ha a trajektéridk a ¢ = 0-ban is folytonosak, akkor X Brown mozgas.
- Otlet. {X, : } 4 {B; : } mert (0, 00)-n folytonos Gauss folyamatok, azonos varhaté érték és

kovariancia fliggvénnyel.
Ezért P(lim; ,o X; =0) = P(lim; ,o B, =0) = L.



X; = tB;; limesze nullaban

d , . .
© Xy =181t > 0. (Xy)ps0 = (By)pso- C8L P(limy_o Xy = 0) = P(lim;_,o B, = 0) = 1.
« f:(0,00) = R, lim;_,q f(t) = 0 pontosan akkor, ha minden e > 0-hoz létezik 6 > 0 Ggy, hogy | f(t)| <,
minden 0 < ¢ < § esetén.
Elége e {1/n : n>1},6 € {1/k : k> 1}-re ellendrizni.
. . 1y _
{imB,=o}=J (] {BJ<3}=UAu®B
n=1 kzlqe(o,%)ﬁQ n=1k=1
« A, CA, k41 minden k-re, és Uy A, |, C ULA,, 4, azaz
[P(mn Uk An,k) = h};n P(UkA'mk;) = h_rI?Tl h]En [P(An,k>
- Ha P(A4, 1(B)) = P(A, x(X)), akkor P(lim,_o X; = 0) = P(lim,_,o B, = 0).
- Legyen (0,1/k)NQ={q, : £ >1}. Bés X véges dimenzios eloszlasai azonosak:
P(Amk(B)) = P(ﬂ[?ilﬂBq[‘ < 1/”}) = lim [P(mzzlﬂBq[‘ < 1/”})

r—00

= lim P(N_ {|Xq,| <1/n}) =P(A, (X))



IdGinverzio kovetkezményei

Allitas (Emlékeztetd: IdGinverzio)
B Brown mozgds, X; =tBy, hat >0 és X, = 0. Ekkor X is Brown mozgds.

Allitas (Nagy szamok torvénye Brown mozgasra)
Ha B Brown mozgds, akkor lim,_, . + B, = 0.

0=Ilim X, =1lim¢B,, = lim 1B,
t—0 t—0 §—00 §
Az elnevezés magyarazata:
B, =B+ (By— B;)+-+ (B, — B,,_;) figgetlen standard normalisok 6sszege.

A Nagy Szamok Erés Torvénye szerint %Bn — E(B;) = 0 egy valoszinliséggel.



IdGinverzio kovetkezményei

Allitas (Emlékezteté: 1dGinverzio)
B Brown mozgds, X, = tBy, hat >0 és X, = 0. ERRor X is Brown mozgds.

Jelélés: g = g(B) =max{t <1 : B; =0}, az 1id6pont elétti utolsé nullhely, d = d(B) = inf{t > 1 :
B, =0} az 1id6épont utani elsé nullhely.

Allitas

Ha B Brown mozgds, akRor g £ 1/d.

- g(B) L g(X).

+ te(0,1)-re
[t,1] esetén By, # 0)

P(g(X) < t) = P(X-nek nincs nullhelye [t,1]-ben) = P(s €
1N _ 1
)> 1) =PF(75 <1)-

=P(u=1€(l,1]esetén B, #0) =P(d(B
92 9(X)=1/d(B).

Késébb kiszamoljuk, hogy d 21 + Z2/Z2, ahol Z,, Z, fiiggetlen standard normalisok és igy
g 2 Z2/(Z%+ Z2) ~ Béta(1/2,1/2). Ez az arkusz szinusz eloszlas.



Driftes Brown mozgas

B Brown mozgas, i # 0, (ut + By);=o neve driftes Brown mozgas.
Allitas
00 w>0

lim ut+ B; = .
t—o0 —00 N<O

: oy 1g)—
th&/1t+Bt = th&t(/i + £ By) = poo

- Haa >0 és u= —a, akkor B; — at — —00 és sup, B; — at > 0 (véges értékii) valdszinliségi valtozo.
Eloszlasat kés6bb kiszamoljuk.

« M, = e*B:=32%t_Késbb kiszamoljuk, hogy M martingal. lim,_, . M, = 0.
pl. Ha a részvényar Black-Scholes modelljében S, = e=o°/2+9B: gy S, — 0, ha t — oo.
A martingal konvergencia tétel szerint nem negativ martingal egy valdszinliséggel konvergens, igy ez
nem meglepd.



Definicio
(X} )seq0,1] Brown hid, ha X folytonos trajektdridji Gauss folyamat és s,t € [0, 1]-re £(X;) =0,

cov(X,, X;) = min(s,t) — st,

Példa. B Brown mozgas, X, = B, — tB, t € [0, 1]. Ekkor X Brown hid.
X folytonos trajektoriaja, (X, ..., X, ) a (B, ..., B, , By) normalis vektorvéltozo linedris képe, ezért
normalis eloszlast és X Gauss folyamat.

E(X,) = E(B, —tB,) =0,
cov(X,, X;) = cov(By, B;) —tcov(By, By) — scov(By, By) + stcov(By, By) = min(s,t) — st

Allitas
B Brown mozgds, X, = B, —tB,, t € [0,1]. ERkor X fiiggetlen B;-t4l.

Elég, hogy (X,,,..., X, ) fiiggetlen B;-té|, tetszéleges (1, ...,t,) valasztassal.

(X4,,.., Xy, By) normalis vektorvaltozd, emiatt a fliggetlenség a korrelalatlansaggal ekvivalens.

cov(X,, By) =cov(B, —tBy,B;) =0.



Tovabbi példa Brown hidra

Definicio
(Xt)te[o,l] Brown hid, ha X folytonos trajektcridju Gauss folyamat és s,t € [0, 1]-re E(X,) =0,
cov(X,, X;) = min(s,t) — st,

+ B Brown mozgas, ekkor X; = (1 —1)B,1_y), t € [0,1) és X = 0 definiciéval X Brown hid.
X Gauss folyamat [0, 1) folytonos. ¢ = 1-ben is folytonos, mert

i =1i — = limti=t = iss= -t hg 1=t =1
%I/I‘I%Xt—ll/t‘lll(l t)B %gr}t - B% 0, ugyaniss= 5 —o0és-—B ; =:B,—0.

s
1-t

t

T
E(X,), cov(X,, X;) HF.
+ Azinverz transzformdci6 az X Brown-hidbdl Brown mozgast ad: B, = (1 +5)X, (1) Brown mozgas. HF.

ca>0

{3t€0,1], Xy, >a} ={3t€[0,1), (1 —t)Byy1_s) > a}
={3s>0, =B, >a}={3s>0, B, —as>a} = {sup B, —as > a}
>0

1+s

Brown hid maximumanak eloszlasa megkaphato a driftes Brown mozgas szuprémumanak eloszlasabol.



Brown mozgas természetes filtracioja I.

Definicié (Emlékeztetd)

névekményeire B, — B, ~ N(0,t —s), ha0 < s <t.

c 0< 81 <8y <o <5, =5 < tmellett, (By,, ..., By , B, — By) normalis vektor.

+ ((Bs,, ..., Bs,) és B, — B, korrelalatlanok, a normalitas miatt fiiggetlenek is.

+ B, — B, fliggetlen ¥, = 0({B,, : u < s}) minden ,véges részét6l’, vagyis F ,-tl.
Osszefoglalva
Allitas
Ha B Brown mozgds, 0 < s <t, F ,=o({B, : uw<s}). ERkor B, — B, fiiggetlen F ,-tdl.

A jovébeli novekmények fiiggetlenek a multtol.



Természetes filtracio

Definicid
F = (F )0 filtrdcio, ha minden t-re F, o-algebra és 0 < s < t esetén F , C &F,. Roviden o-algebrdk
béviilé csalddja.

F = (F4)i=0 0z (X;)>0 folyamat természetes filtrdcidja, ha F, = o ({ X, : s <t}).

- F filtracié. Az F, o-algebra reprezentalja a ¢ id6pontban ,rendelkezésre dllé informdciét”.

+ Pl ha # a Brown mozgas természetes filtracidja, akkor az F ,-beli események azok, amiknek a
bekovetkezését el lehet donteni ha a Brown mozgast ¢-ig figyeljik meg. Az &, mérhetd valtozdk azok,
amiket ki lehet szamitani a trajektéria ¢-ig tartd darabjabél.

+ Példa. B Brown mozgas, F a természetes filtracioja.
EAS

AN{max,.; B, < 1}, bekdvetkezése nem dénthetd el az 7 ;-beli informécié alapjan. Formalis
szamolas kicsit késébb.



Brown mozgas természetes filtracioja

Definicid (Emlékeztet6)

novekmenyeire B, — BS ~ N(0,t—s), ha 0 <s<t

Allitas

B folyamat F természetes filtrdciéval, azaz F, = o({B,, : w <t}) minden t > 0-ra.

B pontosan akkor Brown mozgds, ha nullabdl indul, folytonosak a trajektéridi és minden 0 < s < t-re

B, — B, fiiggetlen F ,-t6l N (0,t — s) eloszldssal.

« = ezt lattuk korabban.
« «: csak a novekmények fliggetlenségét kell ellendrizni.
- 0= t() < tl << t'rr XI\ = Btk - Btk.flr k= 17 w1

P(Nr_ {Xy € Hy}) =P(NiZH{ X, € Hi})P(X, € H,) = H P(Xy=

mert Xy,..., X, 1, , mérheté és X, = B, — B, | ettél fiiggetlen a feltevés szerint (s =¢,_,
t=t,).



Brown mozgas definicio tjra

Definicio
A B = (By);>0 folyamat Brown mozgas az = (F ), filtraciéban, ha

« B nullabdl induld, folytonos trajektéridju folyamat.
« minden t > 0-ra, a B, vadltozé mérheté az F, o-algebrdra, roviden: B adaptdlt az F filtraciohoz.

+ minden 0 < s < t-re, B, — B, az & , o-algebrdtél fiiggetlen N (0,t — s) eloszldst vdltozé.

értelmében.

+ Legyen B Brown mozgas az F filtraciéban. Ekkor
B,~F,C T, minden0<s<téso({B, : s<t})CF,mindent>0-re. Roviden F ,bbvebb”, mint
B természetes filtracioja.

mozgas F -ben, mert a novekmény multtél valé fliggetlensége elromolhat.
pl. ; =o({By, B, : u<t}). Ekkor B; — By = B; nem fiiggetlen &, = o(By, By)-tél.



Fiiggetlenség az 7 , o-algebratol

Definicié (Emlékezetd)

B Brown mozgds a & filtraciéban, ha nulldbdl indulé, folytonos trajektéridju, F-adaptdlt folyamat és ha
0<s<takkorF, L B,— B, ~ N(0,t—s).

Allitas

Ha B Brown mozgds az 7 filtrdcioban, akkor B fiiggetlen az F , o-algebratol.

* Kell: By, ..., B, fiiggetlen F-tol, minden 0 <t <--- <t, valasztas mellett.
« 0(By,,...,B; ) =0(X, =B, — By,...,X, =B, —B, ) ezértelég, hogy a ndvekmények (Xj,..., X,)
fliggetlenek 7 -tol.
M Aefo,H7€B(R),1:1,7T
P(ANNT_{X; € H;}) =P(ANN-X, € H;})P(X, € H,)
=-=P(4) H[P(Xi € H;) =P(A)P(N{X; € H;})
+ Azaz tetszGleges A € F ) esemény fiiggetlen tetszéleges C € € = {N{X; € H;} : H; € B(R)}

eseménytdl.
- 0(C)=0(Xy,.... X,) =0(By,, ..., By, ) fiiggetlen T ;-t6l.



Markov tulajdonsag

Definicié (Emlékeztetd)
B Brown mozgds a F filtraciéban, ha nullabdl induld, folytonos trajektdridju, F -adaptdlt folyamat és ha
0<s<t akkor F, L B,— B, ~ N(0,t— s).

Tétel (Brown mozgas Markov tulajdonsaga)
B Brown mozgds az & filtraciéban, T' > 0 rogzitett. X; = By ,7— B, §; = F 1,4, t > 0. ERRor X Brown
mozgds G-ben, specidlisan X fiiggetlen a G, = & 1 o-algebratol.

»Egy Brown mozgds, minden determinisztikus id6pontban a multjatél fiiggetleniil tjraindul”.

« Xy =Br,i—Bp~ %, =G, azaz X adaptalt a G filtraciohoz.
-0 § S § t esetén Xt — XS = (BT+t — BT) — (BT+5 — BT) = BT+t — BT+5 fijggetlen ‘9~T+s = gs‘tél

« X Brown mozgds a G filtracidban, ezért fliggetlen G-tol.



Fiiggetlenség feltételes karakterisztikus fiiggvénnyel

Allitas
A esemény X r-dimenziés vektorvaltozo.

X pontosan akkor fiiggetlen A-tél, ha E(e'*¥1 4) = E(e'>X)P(A) minden o € Re-re.

Ha X feltételes karakterisztikus fliggvénye megegyezik a feltétel nélkiilivel, akkor X fiiggetlen a feltételtél.
- P(4) > 0 mellett legyen Q(C) = P(C| 4) = E(1¢Z), ahol Z = 4.

+ Eq(Y) = Ex(Y2).

- Afeltétel szerint V::g% = .

- A karakterisztikus fiiggvény meghatarozza az eloszlast, azaz Q(X € H) = P(X € H) tetsz6leges H-ra.
Kifrva:

P(XeH, A

QXeH)=P(XeH|A) = P

— P(XeHPA) =P(XcH,A

X és A fuggetlenek.
+ HaP(A) = 0, akkor A mindentdl fliggetlen, pl. X-télis.



Fiiggetlenség az 7, o algebratol

Allitas
B Brown mozgds F -ben. ERkor B fiiggetlen az F o, = N,-oF , o-algebratol.

< A€ F, tetszbleges, X a T = 1/n idépontban jraindulé Brown mozgas.
- AengoF  C Ty, ezért Afiiggetlen az X(™ folyamattol.
- Legyen 0 <ty < - < t, rogzitett, YO = (B,,,...,B; ) és Y () = (XE:”, .,X)E")).
- Y fiiggetlen A-tdl, azaz
[E<emY””]lA> — [E((ii’)‘y(m>[P(A) — E(ei[’Y(O:‘)[P(A)

az utolsé lépésben azt hasznaltuk, hogy X (") és B is Brown mozgasok, vagyis a véges dimenzi6s

eloszlasok azonosak.
. Xt(”) =Byi1/n — Bijn = Byhan — 00 és YW — Y0 egy val6sziniséggel.

[E(eiayu)J)[P(A) _ [E(ei(YYH“]lA> N [E(eiaY“”le)
a dominalt konvergencia tétel szerint.

+ Bvéges dimenzids vetiiletei fiiggetlenek tetszéleges A € F, -t6l, azaz a B folyamat fiiggetlen az &,
o-algebratol.

Igazabol azt ellendriztiik, hogy a fliggetlenség limesznél megmarad. .



Blumenthal 0-1 torvény

Tétel
B Brown mozgds, & a B természetes filtracioja, A € F, = N,.qF 5. ERRor P(A) vagy nulla vagy egy.

A€ Fy, Co(B)és Bfiiggetlen F o, -t6l. Azaz A fiiggetlen onmagatél és P(A) =P(ANA) =P(A)P(A),
vagyis P(A) € {0,1}.

Megjegyzések

+ F o, -ban olyan események vannak, amiknek a bekovetkezését el lehet donteni, ha tetszélegesen kicsi
pozitiv s-re ismerjiik a folyamat értékeit [0, s]-en.
Példa.

A = {B anulldhoz tetszélegesen kozel jar a pozitiv oldalon}
+ Ha J nem a természetes filtracio, akkor ilyen allitas nem igaz.

Példa. B Brown mozgas (a természetes filtraciéjaban), U B-t4l fliggetlen [0, 1]-en egyenletes eloszlasu.
Fi=0({U,By : s <t}). Ekkor Fq = o(U) nem trivialis és B Brown mozgas & -ben (HF).



ElGjelvaltas a 0 koriil

B Brown mozgas, F a természetes filtracidja, 7, = o{B, : s € [0,t]}.
A, ={vanolyant € [0,1/n], hogy B, > 0}. Ekkor A,, € Ty, ésP(A,,) 2 P(B;/n>0) =1/2
+ A, 1 CA,és

ﬂ = ﬂAnE.’Tl/k, minden k > 1-re
n=1 n=~k
+ A= {Bminden d > 0-ra,a (0,d)-

-ban jar a pozitiv oldalon} =N, 4, € F , minden s > 0, azaz
AeFy,.

P(A) € {0,1}, és

[e's}

P(A) = lim P(4,) > %, = P(4)=1
n—o0
- Ez a gondolatmenet —B-re isigaz, P(Vd > 0,30 <t <4, B, <0) = 1.
Allitas (Osszefoglalva)
B Brown mozgds. P(B eldjelet vdlt [0, ]-ban tetszéleges Ricsi 6-ra) = 1

Brown mozgas helyett driftes Brown mozgdsra is igaz az allitas

Black-Scholes modellben S, = exp{—02t/2 +0B;},t >0, nincs értelme arrél beszélni, hogy a részvényar
felfelé vagy lefelé indul el.



Szintelérési id6 végessége

B Brown mozgas. m, = inf{t > 0 : B; = c} a ¢ szint elsé elérési ideje. Korabban lattuk, hogy ¢ # 0 esetén

P(m. < oo) = P(B jar a pozitiv oldalon) > P(B a nulla kozelében eldjelet valt) = 1.

Tobb is igaz.

Allitas

B Brown mozgds. P(B minden szintet megldtogat) = 1.
P(m. < oo) = 1,azaz P(m,. = co) = 0 minden c-re.

P(Uncz{B nem éri el az n szintet}) < Z P(m,, = 00) =0.
nez



