Sztochasztikus folyamatok el6adas
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- Tematika, irodalomjegyzék az el6adas Canvas oldalan.

+ Szamonkérés: szébeli vizsga, a vizsgaidGszak elején lesz egy irasbeli vizsga, amin legfeljebb kozepest
lehet szerezni.

« Aslide-ok az el6adas Canvas oldalan elérhet6ek lesznek az éra el6tt.



« Sztochasztikus kalkulus, azaz integral (alkalmas) folyamat szerint
+ 1t6 formula
« Mértékcsere (Girsanov tétel, Novikov feltétel)

- Sztochasztikus differencial egyenletek (inkabb integral egyenletek)

Legtobbet a Brown-mozgassal, mas néven Wiener-folyamattal fogunk foglalkozni.



1827 Brown angol botanikus. Mikroszkép alatt vizsgélja pollenszemek mozgasat.

Brown, R. A brief account of microscopical observations made in the months of June, July and August, 1827, on the

particles contained in the pollen of plants; and on the general existence of active molecules in organic and inorganic
bodies, Edinburgh new Philosophical Journal, 1828, 4, 358-371

1900 Bachelier a parizsi tézsde adatainak leirdsara javasolja a Brown mozgast.

1905-06 Einstein oldatok vizsgalata. Kapcsolatot ad mérheté mennyiségek (viszkozitas) és az Avogadro
szam kozott. Ebbdl kozelitést tud adni az Avogadro szamra.

1920-as évek. Wiener matematikai konstrukciot ad a Brown mozgasra:

o,
B,=Zot+v2) L7 - te0,1]

n=1

ahol Z, Z, ... fuggetlen standard normalisok.


https://bibdigital.rjb.csic.es/idurl/1/15684
https://bibdigital.rjb.csic.es/idurl/1/15684
https://bibdigital.rjb.csic.es/idurl/1/15684

Szemlétetes kép

« At nagyon kicsi (végtelendil kicsi)

+ B értéke At id6kozonként valtozik, +-v/ At-t, az egyes épések egymastol fliggetlenek és 1/2
valoszintiséggel v/ At, 1/2 valészinliséggel —v/ At a nagysaguk.

+ Brown mozgas olyan, mint egy szimmetrikus bolyongas a v AtZ racson, ahol a lépések At id6kozonként

torténnek.
Kovetkezmények:

+ Ha At kicsi, akkor B, — B, eloszlasa kézel van N (0,t — s)-hez.

+ S6thaty=0<ty <ty <--<t, akkor {By, — B, | : k=1,...,n} fiiggetlenek.



Miért kell kiilon sztochasztikus kalkulus?

+ B szimmetrikus bolyongas az v AtZ racson, lépések At id6kozonként.
. fszép fiiggvény, pl. kétszer folytonosan differencialhato.

* By1)ae — Brar € {£V AL

+ Diszkrét It6 formula

(Byai + VAL) — f(Byar — VAL)

F(Brsryat) = f(Brat) = ! (Biks1)at — Brar)+

2V At
1 f(Bras + VAL + f(Brar — VAL) — 2f(Bias) _ 2
5 (B(k+1)at — Brat)
(VAL)2
Egyszerisitett alak g(i) = f(Bpa; +iVAL), i =—1,0,1,

1

= MDD i) + Lg(1) + 9(-1) ~29(0)), G=-1.1

+ Osszegzés és At — 0 utan

t ot
580 = Bo) + [ 7 (BaB.+ 3 [ 1Bods



Miért kell kiilon sztochasztikus kalkulus?

+ B szimmetrikus bolyongas az v AtZ racson, lépések At id6kozonként.
- fszép fiiggvény, pl. kétszer folytonosan differencialhato.

* Bieyar — Brar € {£V At}

« Diszkrét It6 formula

F(Busnas) — f(Brar) = F(Biat + VAL) — f(Byar — VAL

(Bikr1yat — Brag)+

2V At
1 f(Brat + VAL) + f(Brar — VAL) — 2f(Byar) At
2 (VAt)2

+ Osszegzés és At — 0 utan
180 = B+ [ 1B)as+ L [ (s
+ Ha h folytonosan derivalhato, akkor f o h is az és

F(h(t)) = /f fww+[fwwﬁ@

+ Az varhatd, hogy a sztochasztikus kalkulusban megjelenik egy plusz tag, ami a ndvekmények
négyzetosszegének a hatasa.



(Q, B,P) valészinliségi mezé.
+ X = (X})¢0 valoszinliségi valtozok paraméterezett csaladja, azaz (sztochasztikus) folyamat.
Mas széval X : [0,00) x Q — R.

- X, afolyamat értéke a t idépontban. Ez valdszinliségi valtozd.
Ugyanaz a kiilonbség, mint a cos fliggvény és cos « valds szam kozott.

+ Rogzitett w € Q mellett a t — X, (w) fliggvény az X folyamat trajektoridja.

+ Az X folyamat folytonos trajektoriaju, ha trajektoriai folytonosak majdnem minden w-ra, azaz egy
valoészintiséggel.



Brown mozgas definicio

Késébb kicsit altalanosabban is megadjuk
Definicio
B = (B;)~0 Brown mozgds, ha

+ By =0, azaz nullabdl indul,

+ B folytonos trajektoridju,

+ Bfiiggetlen novekményd, azazty =0 < t; < --- < t,. esetén a

BtlvBtQ _Btlr“vBtr_Bt

r—1

vdltozok fiiggetlenek.

« t > sesetén B, — B, ~ N(0,t — s), azaz B; — B, normalis eloszldsu, nulla vdrhaté értékkel és t — s
szorasnégyzettel.



Ismétlés: fiiggetlenség

+ C, D eseményrendszerek fiiggetlenek, ha P(C'N D) = P(C)P(D) minden C € € és D € D esetén.
. Ai,..., A, o-algebrak fiiggetlenek, ha

P(N?,A;) = H P(A;), tetszbleges A; € A; valasztas mellett.
i=1

PL.C=0(C)={C,C°Q,0}, D =0(D)={D,DQ,0}, C és D pontosan akkor fiiggetlen, ha a C és
D események fliggetlenek.

+ X valdszinlségi valtozd. Az X-szel kapcsolatban megfogalmazhatd események o-algebraja:
o(X)={{X€H}: HeBR)}

« Xy,..., X, valészin(iségi valtozok fliggetlenek, ha a generalt o-algebrak fiiggetlenek, azaz

PN {X;, € H;}) = H P(X; € H;), tetszbleges M, ..., H, Borel halmazokra.

i=1



Folyamat fiiggetlensége

Definicio

X = (X});>0 folyamattal kapcsolatban megfogalmazhaté események rendszere, azaz az X dltal
generdlt o-algebra: o(X) = o{X; : t >0}.

+ X folyamat fiiggetlen egy A o-algebrdtél, ha o(X) fiiggetlen A-tol.
Tétel (biz. nélkiil)

A o-algebra és C metszetzart és C fiiggetlen A-t6l, akkor o (C) fiiggetlen A-tl.

PL. Ha X valészin(iségi valtozd, akkor X L .A-hoz elég, hogy {X < ¢} L A minden ¢ € R-re.
Tétel (biz. nélkiil)

Az X folyamat pontosan akkor fiiggetlen a A o-algebrdtdl, ha minden véges része az, azaz o{X, : t € F'}
fiiggetlen A-tdl, tetszéleges F C [0, 00) véges halmazra.

Kicsit dltaldnosabban: o{X; : t€ I} L A < o{X; : t € F} 1L A minden véges F C I indexhalmazra.



+ Bfliggetlen U-t6l azt jelenti, hogy minden B-vel kapcsolatban megfogalmazott esemény filiggetlen
tetszéleges U-val megfogalmazott eseménytél.

+ C={max,<; By > 1} = Ugc(o1)na{ By > 1}, B-vel kapcsolatos esemény,
- D={U<1/2}ea(U).

- C, D fiiggetlenségéhez, elég hogy (B,,, B,,, ... B; ) fiiggetlen U-td|, tetszéleges t4,...t,, € [0, 1]
valasztassal.



Ismétlés: normalis eloszlas

Definicio
+ Z standard normalis eloszldsu, ha létezik siirliségfiiggvénye és f(t) = \/%e*fz/z.

« X 1-dimenziés normadlis, ha valamilyen y € R, 0 > 0 szdmokra X C u~+ o7, ahol Z standard normalis.
Jel6lés: X ~ N(p,0?)

+ Normalis eloszlas a centralis hatareloszlas tétel (CHT) miatt fontos. A CHT kdvetkezménye, hogy

eloszlasuak.
« 0 =0is lehet. Ha X ~ N(,0), akkor P(X = p) = 1, vagyis az elfajult eloszlas is normalis!
+ 0> 0 esetén létezik siirdségfiiggvény: ha X ~ N (p,0?), akkor Z = % ~ N(0,1) és

)2
1_ 1 g, 1. E—nr
9 oV2m 2 o?




Parcialis integralas formulaja (normalis eloszlasra)

Lemma
Z~N(0,1), g€ CrésE(|lg'(Z)]) < o0, E(|Zg(Z)|) < oo. ERROr

E(g'(2)) =E(Z9(2))

e~t*/2 a standard normalis striségfiiggvény. f'(t) = —tf(t).

- f)=

o g
—~ 3

g/(Z)]l(a<Z<b)) = /

Ja,b]

o (8) F2(t)dt = [g() F(D)], — / g ()dt

[a,D]

= [y(t)f(t)]2+/ g@®tf@)dt = [9(t) f ()]s +E(Z29(Z)Lacz<p)

[a,0]

« Kell: létezik a,, — —o0, b,, — o0, hogy (fg)(a,,),(fg)(b,) — 0.
E(l9(Z)1(z51)) SE(1Z9(Z)]) <00, = [E(|g9(Z)]) <00

és

E(lg(2)]) = /|g(t)\f(t)dt <oo = lggniinf|g(t)|f(t) =0 ellenkezd esetben az integral +oo.



Lemma (Parcialis integralas formulaja N (0, 1)-re)
Z ~N(0,1),ge C! és E(lg'(Z)|) < o0, E(|1Zg(Z)]) < o0. ERROr E(Zg(Z)) = E(¢9'(Z))

Z ~ N(0,1)
g(t) = ( ()) L(Z)= (())=0-
(): =E(2%) =Ky (2))=E1) =1L
- XL +UZ akkor [E(X) = pés IDQ(X) =02,

N(u,o ) paraméterei: 11 a varhato érték, o2 a szérasnégyzet.
g(t) =sin(at), E(Zsin(aZ)) = aE(cos(aZ)).

HF.

- Alkalmas feltételek mellett E((Z% —1)g(Z)) = E(g”(Z)),

« hy(z) = (—1)"ez* (¢~2%*)(™) az n. Hermite polinom.
Ekkor ,szép” g-kre E(h,(Z)g (Z)) =E(g™™(2)).

- .52ép” gre, g(Z) = >0 (E(g™" Z))% Asor L?(9)-ban konvergens.



Ismétlés: karakterisztikus fiiggvény

Definicio
X d-dimenzios vektor valtozo,

ox:RI=C, ¢x(a)=E(e*Y) =E(cos(aX)) +iE(sin(aX)),

X karakterisztikus fiiggvénye. Itt i a képzetes egység, i = —1, a X = Zj a; X
@ x meghatarozza X eloszlasat, pl. ha P(X; € {a;,b;}) = 0 minden j-re

P(X € x;(a;,b;)) = lim 27r /Rd/x . e dzpx(a)e 271 da.

+ Ha E(|X]) < o0, akkor @y derivalhat és ¢’ (o) = E(i X eiX).



Standard normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye

+ Z standard normalis valtozd (1 dimenzids).
pz(a) = E(e!*?) = E(cos(aZ)) + iE(sin(aZ)) = E(cos(aZ)),
¢, (a) = E(iZei*%) = E(iZcos(aZ)) — E(Zsin(aZ)) = —E(Zsin(aZ)).
- Parcialis integrélas formuldja E(Zg(Z)) = E(¢’(Z)) alapjan g(t) = sin(ot) valasztassal
¢l (@) = —E(Zsin(aZ)) = —aE(cos(aZ)) = —apz(a).

* pz(0)=1
(e2*/2p4(a)) = e**/2(apz(a) + py(@)) =0

- pz(a) =2



Normalis eloszlas karakterisztikus fiiggvénye

- Z standard normalis véltozé (1 dimenzids). (o) = e~ @*/2
« Ha X ~ N(u,02), akkor X < w+oZés

WX(Q) = [E(eioz(u t o’Z)) — eiaﬂgﬁz<@0) — eiayféoﬁgz

Kovetkezmény
X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0}) fiiggetlen normdlisok, ekkor X +Y ~ N (px + iy, 0% + 03)
¢X+Y(0¢) — [E(eia(X+Y)) — [E(eiaXeiaY) — <Px(06)90y(06) _ 67;(!(/.1,X+p.y)—%az(cf§(+d§,)
amiaz N (pux + iy, 03 + 02) eloszlas karakterisztikus fliggvénye.

Kovetkezmény
Fiiggetlen egy dimenziés normdlis vdltozok 6sszege normdlis eloszldsu, a vdrhato értékek és a
szordsnégyzetek 6sszeadddnak.



Tobbdimenzios normalis eloszlas

Definicio
X d-dimenziés vektor vdltozé. X normdlis eloszldsu, ha minden a € R? egyiitthaté vektorra
aTX = >~ ;a;X; egy dimenziés normalis vdltoze.

Példak
+ Ha Xy,..., X, fuggetlen egy dimenziés normalisok, akkor X = (X1,..., X;) normalis vektor valtozo.
Ugyanis a € R?-re a; X1, ..., a, X, fiiggetlen normalisok, és igy ZJ. a; X is egy dimenziés normalis.
+ Z~N(0,1), e téle fiiggetlen eljel P(e = £1) = 1/2. X; = Z, Xy =¢eZ.
M Xl NN(O,I),XQ NN(O,I)

[P(XQGH):[P(XQEH,5:1)+[P(X26H,e:—1):%[P(ZEH)+%[P(—ZEH):[P(Z€H)

+ X, + X, =Z(14+¢€) nem normalis eloszlasu. P(X; + Xy =0) = P(¢ = —1) = 1/2 nincs
slrlségfiiggvény, de X; + X5 nem is konstans nulla.

+ (Xy,..., X4) normélis vektorvaltozo tébb annal, hogy a koordinatak normalisak.



Normalis vektorvaltozok

« X = (Xy,...,X,) normalis vektorvaltozo. Ekkor X, j = 1,...d egy dimenziés normalisok (négyzetesen
integralhatéak) és [£(X},) = g, Xy, 0 = cov(Xy, Xy) véges.
u € R avarhatd érték vektor és 3 € R4 a kovariancia matrix.

« a € R? ekkor X egy dimenziés normalis,

E(aX) = Zak[E(Xk) =ap, D*aX)= COV(Zaka, Za(,,Xf) = Zakaézw = oIS
k k l k.l

@x(()é) — [E(emX) = pax(1) = eia;t—%aTZa
Azaz normalis vektorvaltozo eloszlasat a varhatd érték vektor o és a kovariancia matrix X meghatarozza.
Jelolés: N (p, X).
- Példa. X1,..., X, fiiggetlen standard normélisok. X = (X7, ..., X ;) normalis vektorvéltozé, E(X) =0,
X(X)=1
Ezt szokas d-dimenzids standard normalisnak hivni.



Normalis eloszlas tulajdonsagai I.

Allitas
X normadlis vektorvdltozo, i, A megfelelé méreti vektor ill. matrix. ERRor Y = p+ AX normdlis
vektorvdltozé, Y ~ N (pu+ AE(X), AS(X)AT).

Ha X p dimenzids, akkor A q X p és . q dimenziés.

a egyltthato vektorra
aV =a’u+aTAX = aTp+ (ATa)TX
ami egy dimenzios normalis.
E(Y) = p+ E(AX) = u+ AE(X),
(YY) = [E((Y —EY)(Y — [E(Y))T) = [E(A(X —E(X)(X — E(X))TAT) = AY(X)AT.
X normélis vektorvaltozo. ¥(X) pozitiv szemidefinit matrix, igy felbonthatd AA™ alakban, pl. Cholesky
felbontassal.
Kovetkezmény
X ~ N(p,) d-dimenziés normdlis, 3 = AAT, Z ~ N(0,1,) d-dimenziés standard normdlis. ERkor
x2u+Az
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Normalis eloszlas tulajdonsagai Il.

Allitas

X ~ N(p,X) d-dimenziés normdlis, ¥ = AAT, Z ~ N (0, 1,;). ERkor X < u+ AZ.

Allitas

X, X5 vektorvdltozok, X = (X, X,) normdlis eloszldsd. Ha cov(X, X5) = 0 (azaz X, mindegyik

koordindtdja korreldlatlan X, Roordindtditdl), akkor X és X, fiiggetlenek.

c = [E(X7), ekkor [E(X) = (/’Llﬂl’LZ)'
+ A korrelalatlansag miatt 3(X') diagonalis blokkmatrix

5(X) = 2(X,) 0\ (A 0) (AT o
B 0 (X)) Lo A, 0 AT

Azaz ha Z = (Z,, Z,) standard normalis vektorvaltozdk (X-szel egyezé dimenzidval), akkor

X = X1\ d [(m+AZ,
Xo po + AsZs
és X, X, fliggetlenek.
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